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Theorie der algebraischen Functionen einer Veränder- 
lichen und der algebraischen Integrale. 

Erste Abhandlnng. 

(Von Herrn K, HenseL) 



Einleitung. 

Ubwohl die Theorie der algebraischen Functionen einer Veränder- 
lichen durch die neueren Untersuchungen in hohem Masse ausgebildet 
worden ist, genügt sie doch in einem wesentlichen Punkte nicht den An- 
forderungen, welche nothwendig an sie gestellt werden müssen: Alle hier 
gegebenen Definitionen entbehren nämlich so lange einer sicheren Grund- 
lage, als kein Mittel angegeben wird, durch welches entschieden werden 
kann, ob sie auf eine vorgelegte Grösse passen, oder nicht, und ebenso- 
wenig kann ein Satz als begründet gelten, wenn sein Beweis nicht so ge- 
führt ist, dass auch in jedem speciellen Falle seine Anwendbarkeit er- 
kannt werden kann. 

Die Nothwendigkeit und die Bedeutung dieser zuerst von Herrn 
Kronecker in seiner Festschrift allgemein aufgestellten Forderungen erkennt 
man gerade in der Theorie der algebraischen Functionen, mit welcher sich 
die vorliegende Arbeit beschäftigt, am deutlichsten, wenn man an die Be- 
handlung der hier sich darbietenden Aufgaben geht und versucht, ob die- 
selben mit Benutzung von Methoden zu lösen sind, welche jenen Forde- 
rungen nicht entsprechen. Zu den Hauptzielen der allgemeinen Theorie 
der algebraischen Functionen gehört nun unstreitig die eingehende Untersu- 
chung specieller Klassen algebraischer Gebilde. Nur auf dahin gerichtetem 
Wege kann diese Theorie eine so hohe Ausbildung erreichen, wie sie schon 
seit Anfang dieses Jahrhunderts die Theorie der algebraischen Zahlen er- 
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2 Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 

langt hat; nur so vermag sie die ans anderen Gebieten an sie herantreten- 
den Fragen in befriedigender, inhaltsvoller Allgemeinheit zu beantworten. 
Für einen jeden Fortschritt in diesem Sinne müssten nun aber die vorher 
charakterisirten allgemeinen Untersuchungen durch vollständig neue ersetzt 
werden, um die dort nur definirlen Anzahlen nunmehr wirklich zu bestim- 
men; ist dies aber geschehen, so wäre für dieses specielle Gebiet jene 
Theorie entbehrlich. 

Aus diesen Gründen erscheint es von Wichtigkeit, dass die allge- 
meine Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen in einer Weise 
dargelegt werde, welche von den vorhin bezeichneten Mängeln frei ist, und 
insbesondere die allgemeinen Fragen so behandelt, dass die Resultate und 
Methoden unmittelbar auf jedes specielle algebraische Gebilde angewendet 
werden können. Soll dies der Fall sein, so darf die Untersuchung nur zu 
Functionen führen, welche sowohl in Bezug auf die Veränderlichen, als 
auch auf die Coefficienten der Gleichung rational sind; es muss daher die 
Benutzung conjugirter Wurzeln der definirenden Gleichung, und die der 
Linearfactoren der Functionen einer Variablen vollständig vermieden werden. 
Nur bei Erfüllung dieser Bedingung sind nämlich z. B. auch diejenigen 
Fälle der Behandlung zugänglich, wo zwischen den Gleichungscoefficienten 
beliebige algebraische Relationen bestehen. Dieser Forderung wird in der 
vorliegenden Arbeit dadurch genügt, dass die ganze Untersuchung auf die 
Betrachtung linearer homogener Gleichungen zurückgeführt wird, deren Coef- 
ficienten sich aus denjenigen der zu Grunde gelegten Gleichung rational, 
und zwar nur mit Hülfe des Euklidischen Verfahrens zur Aufsuchung des 
grössten gemeinsamen Theilers bestimmen. 

Eine wesentliche Vereinfachung der Theorie ergiebt sich dadurch, 
dass die Betrachtung der unendlich fernen Stellen des algebraischen Ge- 
bildes durch die Einführung homogener algebraischer Formen entbehrlich 
gemacht wird. Jede algebraische Function kann nämlich, wie die nach- 
folgenden Untersuchungen zeigen, als der Quotient zweier homogenen ganzen 
algebraischen Formen derselben Dimension dargestellt werden, welche nie- 
mals unendlich werden, und deren Nullstellen beziehlich denjenigen Stellen 
des Gebildes entsprechen, an welchen jene Function verschwindet oder 
unendlich gross wird, und hierdurch wird die Untersuchung von selbst 
auf die Betrachtung der ganzen algebraischen Formen reducirt. Die ein- 
zige hier zu entscheidende Fundamental -Frage ist die nach der vollstän- 



Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 3 

digen Aufstellung aller ganzen algebraischen Formen, eine Frage, welche 
mit derjenigen nach den linear unabhängigen Formen niedrigster Dimen- 
sion vollständig zusammenföUt. In dieser Arbeit wird nun zunächst gezeigt, 
wie man durch Auflösung linearer Gleichungen zur Darstellung eines solchen 
„Fundamentalsystems'' gelangt. Hieran schliesst sich die Untersuchung der- 
jenigen Formen, welche den ganzen am nächsten stehen, der sogenannten 
,, Formen erster Gattung", und als Anwendung die vollständige rationale 
Darstellung der Integrale erster Gattung. Zugleich ergiebt sich die ein- 
fache Beziehung, welche zwischen der Gesammtdimension des Fundamental- 
systems und dem Geschlecht des betrachteten algebraischen Gebildes besteht. 

Ich bemerke endlich noch, dass die hier durchgeführten Untersuchun- 
gen auch auf die Theorie der algebraischen Flächen und Raumcurven ausge- 
dehnt werden können, wie in einer späteren Arbeit dargelegt werden soll. 

Die einzige Arbeit, in welcher die algebraischen Functionen be- 
liebig vieler Variablen den obigen Anforderungen gemäss und ohne jede 
beschränkende Voraussetzung untersucht worden sind, ist die bereits er- 
wähnte Festschrift des Herrn Kronecker; in ihr wird jedoch, entsprechend 
der umfassenderen Natur der abgeleiteten Resultate, auf die hier sich dar- 
bietenden Probleme, z. B. auf die Beziehungen zur Theorie der algebraischen 
Integrale nicht eingegangen, und insbesondere wird von der Betrachtung 
der unendlich fernen Stellen des algebraischen Gebildes vollständig abge- 
sehen. Ausserdem hat Herr Kronecker die ebenen algebraischen Curven 
noch in einer Arbeit „Ueber die Discriminante algebraischer Functionen" 
(dieses Journal Bd. 91) behandelt und hier nachgewiesen, dass die be- 
trachtete Curve von vornherein eindeutig in eine solche transformirt werden 
kann, welche nur Doppelpunkte besitzt. Die Fortsetzung dieser Arbeit, zu 
welcher jener Satz die Grundlage bildet, ist leider noch nicht veröffent- 
licht worden, obwohl sie, wie ich weiss, längst abgeschlossen ist. In diesem 
Zusammenhange ist ferner noch auf die früher veröffentlichte Arbeit des 
Herrn Nöther „Ueber die singulären Werthsysteme einer algebraischen Func- 
tion und die singulären Punkte einer algebraischen Curve" (Math. Ann. Bd. 9), 
und ganz besonders auf seine wichtige Abhandlung „Ueber die rationale Aus- 
führung der Operationen in der Theorie der algebraischen Functionen" (Math. 
Ann. Bd. 23) hinzuweisen, in welcher einige der hier untersuchten Pro- 
bleme in einer von der unsrigen völlig verschiedenen Weise, jedoch unter 
Zugrundelegung genau derselben Forderungen behandelt worden sind. 
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I. 

Dio rutioiialen Fundionen einer Variablen und die rationalen homogenen Formen. 

Eine jede rationale Function von x kann als Quotient zweier ganzen 
Fun(;ti()nen dargeBtellt werden, es ist also 

der allgemeinste Ausdruck einer rationalen Function, wenn f(x) und g(x) 
beliebige ganze Functionen von x bedeuten. Die Coefficienten werden, um 
gleich den allgemeinsten Fall zu umfassen, als rationale Functionen be- 
liebig vieler Unbestimmten (9t,5R', .-0 vorausgesetzt, zwischen denen wiederum 
eine algebraische Gleichung bestehen kann. 
Setzt man nun: 

^ ^ X — U X — u ' 

wo n eine unbestimmte llrösse bedeutet, so sind x^ und x^ Formen von x, 
von denen fiir ein unbestimmtes aber endliches u keine unendlich gross wird, 
während x» nur ftlr x - 0, j-.. nur fllr x = cc^ verschwindet; die erste Eigen- 
schaift dieser Formen liisst sich auch dahin aussprechen, dass für jeden end- 
lichen oder unendlichen Werth von x der Grösse m ein solcher endlicher 
Werth beigelegt werden kann, das« .ri und Xi endliche Zahlen sind. Dann 
ist aiber: 

Macht man nun in ;^1.) diese Substitution tlir x und bezeichnet die dann 
im Zahler und Nenner auftreteiulen homogenen ganzen Formen beziehlich 
durch f\^Xx. x^ und «/(.x,, x.). so erhält man fllr eine beliebige rationale 
Function die folgende Darstellung: 

WO f und g homogene ganze Formen derselben Dimension in jj und x. 
sind. Man braucht daher zunächst nur die homogenen ganzen Formen von 
y^Xi.X;^ zu untersuchen, da sich jede Function von x als Quotient zweier 
ganzen Formen derselben Dimension darstellen lässt. 

Kino ganze homogene Form ist auch dadurch charakterisirt. dass sie 
tUr ein unbestimmtes aber endliches n otlenbar niemals über jede Grenze 
hinaus wachsen kann, da dasselbe tlir .r.. und x.. der Fall ist. 
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Es sei nun P^x^^x^ eine homogene ganze Form von x^ und a?2 und 
l ihre Dimension, d. h. es sei: 

P{x^,x^ = a,^x\-\-a^x\-^X2-\r-'+axx\^ 

so kann man stets voraussetzen, dass von den beiden änssersten Coef- 
ficienten o,) und ax mindestens einer von Null verschieden ist, da man 
anderenfalls P in ein Product von Formen zerlegen kann, von welchen 
jede die angegebene Eigenschaft besitzt. Im Allgemeinen sind sogar beide 
Coefficienten nicht gleich Null, ausser wenn 

P = x\ oder P =^x\ 

ist. Ist nun [{xi^x^) eine beliebige ganze Form, so ergiebt sich durch 
einfache Division eine Gleichung: 

(4^) Kx.^x,) = P(x,, X2)Qixi, X2)+fi(xi^ X2)^ 

oder, was dasselbe ist, eine Congruenz: 

f(x, , X.2) ^ fi (xi , X2) (mod. P(xi , X,)), 

in welcher f^ von gleicher Dimension wie f^ aber in Bezug auf eine der 
Grössen x, oder X2 höchstens vom (A— l)ten Grade ist Wir wollen die 
Division stets so ausgeführt denken, dass der Grad von fi in Bezug auf x, 
der möglichst niedere ist, ausser natürlich in dem Falle, wo P =^ x\ ist, 
und wo X2 an die Stelle von Xj tritt. Die so sich ergebende Form /i(x,,x2) 
soll der kleinste Rest heissen, welchen /", modulo P betrachtet, lässt. Eine 
Form, die modulo P bereits auf ihren kleinsten Rest reducirt ist, kann 
offenbar nur dann durch P theilbar sein, wenn sie gleich Null ist. 

Durch successive Anwendung des in (4".) auseinandergesetzten Di- 
visionsverfahrens kann man, ebenso wie in der Theorie der ganzen Func- 
tionen von X, den grössten gemeinsamen Theiler zweier ganzen Formen auf 
rationalem Wege finden, oder sich überzeugen, dass sie zu einander relativ 
prim oder theilerfremd sind. Ist f{x^^x.^ zu P(xx^x-^ relativ prim, so kann 
man vermittelst dieses „Euklidischen Verfahrens zur Aufsuchung des grössten 
gemeinsamen Theilers", stets eine solche ganze homogene Form F finden, 

dass: 

f.F~x^2 (mod. P(x,,X2)) 

ist, wo fi einen ganzzahligen nicht negativen Exponenten bedeutet. Sollte 
F = xi sein, so würde hier, wie stets im Folgenden, wieder Xj an die Stelle 
yon X2 treten. 
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Betrachtet man nun eine gebrochene homogene Form, also: 

(5.) F(..,xO = ^, 

80 versteht man unter ihrer Dimension die Differenz der Dimensionen ihres 
Zählers und ihres Nenners. Eine homogene Form der iwten Dimension ist 
hiernach dadurch charakterisirt, dass: 

(6.) Fitx.Jx^) = r.F(x,,Xo) 

ist. Hieraus ergiebt sich leicht, dass alle homogenen Formen der nullten 
Dimension, und nur sie, rationalen Functionen von x gleich sind. Der zweite 
Theil dieses Satzes ist an sich klar; um den ersten zu beweisen, braucht 

man in der Gleichung (6.) nur iw = und < = — zu setzen; die so sich er- 

gebende Gleichung: 

lehrt dann unmittelbar, dass jede homogene Form nuUter Dimension einer 
Function von x gleich ist, und dass man diese erhält, wenn man x^ durch 
Xy Xi durch 1 ersetzt. 

Eine weitere Consequenz dieses Satzes ist die, dass man die homo- 
genen Formen derselben Dimension in eine Kktsse rechnen darf; die For- 
men derselben Klasse haben dann die charakteristische Eigenschaft, dass das 
Verhältniss je zweier von ihnen einer Function von x gleich ist. Für 
diese „relative Aequivalenz" der Formen bestehen wörtlich dieselben Sätze, 
wie in dem entsprechenden Gebiete der Zahlentheorie, nur ist hier die 
Anzahl der nicht äquivalenten Klassen offenbar unendlich gross, da ja die 
Dimension einer Form jeder positiven oder negativen ganzen Zahl gleich 
sein kann. 

Betrachtet man nun alle homogenen rationalen Formen 

nicht mehr für sich, sondern flir eine homogene ganze Form PCx^^x.,) als 
Modul, so soll F, modulo P betrachtet, ganz genannt werden, wenn ihr 
Nenner mit P keinen gemeinsamen Theiler hat. Diese Formen sind da- 
durch offenbar vollkommen charakterisirt, dass sie für keinen derjenigen 
Werthe von x über jedes Mass hinaus wachsen, für welche P(x^^x^ für 
ein variables u verschwindet; und hieraus ergiebt sich leicht, dass auch 
für diesen weiteren Bereich der modulo P ganzen Formen die Summe und 
das Product beliebig vieler ganzen Formen wiederum ganz ist. 
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II. 

Die algebraischen Functionen einer Variablen und die homogenen algebraischen Formen. 

Es sei y als algebraische Function von x durch die Gleichung 

(1.) A»«+^,j^"-^+..-+^, = 

definirt, wo -4o, A^^ ..., A^ ganze Functionen von x sind; die höchste in 
ihnen auftretende Potenz von x sei die mte. Führt man auch hier an Stelle 

von X den Quotienten -^ ein, und .macht man alsdann diese Gleichung in 

(Ti, X2 homogen, indem man sie mit x^ multiplicirt, so lässt sie sich 
folgendermassen schreiben : 

Aii(Xi, X2)y''+ Ai(x,, X2)y'"^+'"+AXxu X2) = 0, 

wo jetzt die Coefficienten sämmtlich homogene ganze Formen der mteu 
Dimension von ajj, a?2 sind. 
Setzt man nun 

(2.) Tj = y.A^,(xi^X2), 

so genügt die algebraische Form ri jetzt der Gleichung: 

r]-+A,ri''-' + AA,ri''-'+AtA,Ti'^''+'"+Ar'A, = 0, 
welche auch folgendermassen geschrieben werden kann: 

wenn allgemein Äi eine homogene Form von (xijXa) der mt-ten Dimen- 
sion ist. 

Wir wollen tj eine homogene algebraische Form von (0:1,0:2) nennen, 
weil sie einmal der algebraischen Gleichung (3.) genügt, und weil anderer- 
seits aus der Gleichung (2.) folgt, dass tj in rt] übergeht, wenn man an 
Stelle von Xi, X2 beziehlich tx^ und tx2 setzt. Auch hier soll der Exponent 
m die „Dimension" der algebraischen Form tj heissen. 

Wir betrachten jetzt die rationalen Functionen von (a7i,X2,^) unter 
der Voraussetzung, dass rj mit x^ und X2 durch die Gleichung (3.) ver- 
bunden ist. Dann können alle diese Functionen auf eine, und auch nur auf 
eine Weise auf die Form gebracht werden: 

(4.) u> = Uo+Uir]+'"+u^_.^rf-\ 

wo ttu, ..., tt„_i Formen von (a:,,a?2) sind. Bei der weiteren Untersuchung 
brauchen wir aber nur die homogenen Formen, d. h. diejenigen zu betrach- 
ten, welche sich mit einer Potenz von t multipliciren, wenn man a:,, X2. rj 
beziehlich durch tx^^ tx2^ rrj ersetzt. In der That, seien tr,, ..., ir^ homo- 
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gene algebraische Formen verschiedener Dimensionen, so lässt sich leicht 
zeigen, dass eine Gleichung: 

dann und nur dann bestehen kann, wenn die v einzelnen Formen selbst 
verschwinden. Macht man nämlich für a?!, X2^ rj die oben angegebene 
Substitution, so geht diese Gleichung über in: 

welche für ein variables t bestehen müsste, was offenbar nur unter der oben 
gemachten Voraussetzung möglich ist. 

Auch die homogenen algebraischen Formen lassen sich nach ihrer 
Dimension /u. in Klassen theilen, von denen diejenigen mit der Dimension 
Null wieder die Hauptklasse bilden. Diese sind nämlich durch die cha- 
rakteristische Eigenschaft bestimmt, dass sie und nur sie algebraischen 
Functionen von x gleich sind. Betrachtet man nämlich eine beliebige ra- 
tionale Function F(xy y), und setzt hier : 

(5.) (r = ^, y= -''--, 

x,j Af^{x^^x^) 

SO erhält man eine homogene algebraische Form der nullten Dimension, 
weil sie bei der Substitution 

X\ ^~ t Xi , X2 ^* V X2 , ^ ~~" » ^i 

ungeändert bleibt. Hat man umgekehrt eine homogene algebraische Form 
der nullten Dimension, für welche also: 

^(tXi^tX2^rrf) = ^(xi^X2^ri) 

ist, und setzt man hierin t= - , so ergiebt sich unter Benutzung von (2.): 



^2 



0(^,, ar,, tj) = *(|S 1, ^^) = ^{x, 1, y.A,(x, 1)). 

m m 

und damit ist jener Satz bewiesen. Aus der Definition der homogenen For- 
men ergiebt sich unmittelbar, dass die Dimension eines Productes homogener 
Formen der Summe der Dimensionen seiner Factoren gleich ist. 

Diese Eintheilung der algebraischen Formen in Klassen ist deshalb 
mit derjenigen der Zahlentheorie im Einklänge, weil irgend zwei Formen 
derselben Klasse zwei algebraischen Functionen von x proportional sind. 
Formen derselben Klasse sollen auch hier „relativ äquivalent" heissen. Ins- 
besondere ist dann jede algebraische Form einer positiven oder negativen 
Potenz von x» relativ äquivalent, deren Exponent eben der Dimension der 
Form gleich ist. 



Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlicheti. 9 

III. 

Die gauzen algebraischen Formen. 

Jede homogene algebraische Form: 

(1.) tr = Ua+u^rj+'-'+^n-iV'''^ 

genügt einer Gleichung des «ten Grades: 

(2.) fc''+B,(x^,X2)w''-'+'" + B,(x,,x,) = 0, 

deren Coefficienten Formen von (xi , X2) sind. Man kann diese Gleichung 
z. B. dadurch finden, dass man die n Producte tn^ wtj, . . ., W7f~^ mit Hülfe 
der Gleichung (3.) des vorigen Paragraphen auf den («— l)ten Grad in t] 
reducirt. Aus den so sich ergebenden n Relationen 

n 

fc=l 

erhält man dann die gesuchte Gleichung (2.) in Determinantenform: 

WO nach einer gebräuchlichen Bezeichnungsweise (T,* gleich Null oder gleich 
Eins zu setzen ist, je nachdem die Indices i, k verschiedene oder gleiche 
Werthe besitzen. — Ist jlc die Dimension von w, geht also w in t^w über, wenn 
oTi, X2 durch /a^i, tx2 ersetzt werden, so erkennt man leicht, dass die linke 
Seite jener Gleichung ebenfalls eine homogene algebraische Form ist, und 
zwar ergiebt sich aus ihrem ersten Gliede, dass sie von der ^»-ten Dimen- 
sion ist. Daraus folgt, dass allgemein der tte Coefficient Bi in (2.) eine 
homogene Form der ^t-ten Dimension von (xi, X2) ist. 

Eine homogene algebraische Form w soll dann ganz heissen, wenn 
die niedrigste irreductible Gleichung, der sie genügt, ganze Formen von 
(oj,, X2) als Coefficienten enthält, während der Coefficient der höchsten Potenz 
gleich Eins ist; es ist diese Bedingung bekanntlich gleichbedeutend mit der, 
dass auch die homogenen Formen -Bi, ..., ß„ in (2.) ganz sind. Offenbar haben 
die ganzen algebraischen Formen die charakteristische Eigenschaft, für alle 
Werthe von x stets endlich zu bleiben, wenn die Unbestimmte u auf end- 
liche Werthe beschränkt wird. Es ergiebt sich hieraus auch sofort, dass 
jede ganze Function einer oder mehrerer ganzen algebraischen Formen 
wieder ganz ist, — Die ganzen algebraischen Formen der nullten Dimen- 
sion, oder der Hauptklasse sind offenbar die Constanten und nur diese. 

Eine jede gebrochene algebraische Form kann nun, wie gleich ge- 
zeigt werden wird, stets als Quotient zweier ganzen Formen dargestellt 
werden; durch diese einfache Bemerkung reducirt sich die vorliegende Unter- 

Jouraal für Mathematik Bd. CIX. Heft 1. 2 
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Buchung von selbst auf die Betrachtung aller ganzen algebraischen Formen. 
Aus diesem Grunde bildet die Aufstellung eines vollständigen Systemes 
aller ganzen algebraischen Formen eine Fundamentalaufgabe für die allge- 
meine Theorie der algebraischen P'unctionen einer Variablen. Es ist zunächst 
sehr leicht, ein System von solchen Functionen zu finden, welches jedoch 
im Allgemeinen kein vollständiges ist. Ist nämlich tj die durch die Glei- 
chung (3.) des vorigen Paragraphen definirte ganze algebraische Form, und 
setzt man: 

(4.) rji == 7i'~^ (.= 1, 2, ..., «), 

so sind die n ganzen algebraischen Formen 

wegen der Irreductibilität der Gleichung für tj rational unabhängig, d. h. 
es kann jede rationale homogene Function w von x^^ ar^, tj auf eine, und 
nur auf eine Weise in der Form 

(6.) IT = «1 ^1 + ^2^2 + ••• + tt„^« 

mit homogenen Formen von x^ und X2 als Coefficienten dargestellt werden. 
Sind bei dieser Darstellung die Coefficienten Wi, ..., u^ sämmtlich ganz, so ist 
w oflfenbar eine ganze algebraische Form, d. h. fr genügt einer Gleichung, 
deren Coefficienten ganze homogene Functionen von (071,0:2) sind; sind jene 
Coefficienten gebrochene Formen, und bezeichnet man ihren kleinsten ge- 
meinsamen Nenner durch P(a?i, 0:2), so lässt sich tr folgendermassen darstellen: 



(6«.) w = 



Wl^iH |-«n^» 



d. h. jede gebrochene algebraische Form ist als Quotient zweier ganzen homo- 
genen Formen darstellbar. Es kann nun leicht der Fall eintreten, dass eine 
Form fr algebraisch ganz ist, obwohl sie, durch das System (5.) ausgedrückt, 
in gebrochener Form erscheint, d. h. ohne dass bei ihrer Darstellung in der 
Form (6^) jede der ganzen Formen f/,, ..., u„ durch den gemeinsamen Nenner 
P(o;,,a?2) theilbar ist. Es sind also zunächst die Bedingungen aufzustellen, 
damit eine algebraische Form durch eine ganze homogene Form P(xx^x^ 
von Xj und X2 theilbar ist, und hierzu ist es wieder nöthig, überhaupt das 
Verhalten einer beliebigen algebraischen Form für eine ganze rationale Form 
als Modul genauer zu untersuchen. 

Ebenso, wie eine algebraische Form w ganz heisst, wenn in der 
Gleichung (1,), der sie genügt, die Coefficienten Äi, ..., Ä„ ganze Formen von 
a?! und X2 sind, soll eine Form w für einen Modul PQci^Xi) als algebraisch 
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ganz bezeichnet werden, wenn ihre Gleichungscoefficienten, modulo P be- 
trachtet, ganze Formen von (xi^x2) sind, d.h. wenn die kleinsten Nenner 
derselben sämmtlich mit P(a?i, X2) keinen gemeinsamen Theiler haben. Denkt 
man sich die Gleichung für w durch Multiplication mit dem kleinsten gemein- 
samen Vielfachen Ä,, aller dieser Nenner auf die Form gebracht: 

Äof/?"+Äiir'*-^ + - + £f; = 0, 
so ist also w, modulo P betrachtet, dann und nur dann algebraisch ganz, 

wenn B^ zu P theilerfremd ist. Hieraus folgt, dass die modulo P ganzen 
algebraischen Formen auch dadurch vollständig charakterisirt sind, dass sie 
für keinen Werth von x über jedes Mass hinaus wachsen, welchem eine 
Nullstelle von P(x^^X'^ entspricht, für welchen also P(a?i,a?2) für ein un- 
bestimmtes aber endliches u unendlich klein ist; ebenso erkennt man auch, 
dass die Summe und das Product beliebig vieler solcher ganzen Formen 
wieder eine Form ergiebt, welche, modulo P betrachtet, algebraisch ganz ist. 
Stellt man die rationalen Functionen tr von (a?i,a?2,i?) wieder in der 
Form (6.) dar, so folgt aus den obigen Bemerkungen, dass w, modulo P 
betrachtet, sicher algebraisch ganz ist, wenn die Coefficienten «i, ..., w„ für 
denselben Modul ganze rationale Formen sind, d. h. wenn ihre Nenner mit 
P keinen gemeinsamen Theiler haben. Es soll jetzt aber weiter untersucht 
werden, ob auch eine Form : 

(6-0 w = JlL^i + ll±Jl^, 

modulo P betrachtet, ganz sein kann, ohne dass Wi, ..., w„ sämmtlich durch P 
theilbar sind. 

Bei dieser Untersuchung sind die Coefficienten w,, ..., fi„ zunächst 
als solche gebrochene Formen von (xi, X2) vorauszusetzen, welche, modulo P 
betrachtet, ganz sind, deren Nenner also zu P relativ prim ist; indessen kann 
man die algebraische Form w, ohne ihren Charakter in Bezug auf P zu 
ändern, mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen aller jener Nenner mul- 
tipliciren, d. h. jene n Coefficienten von vorn herein als ganze homogene 
Formen von Xi und X2 voraussetzen. Ferner braucht man die ganzen For- 
men fii, ..., fi„ nur modulo P zu betrachten, d. h. man kann sie stets auf 
ihren kleinsten Rest für diesen Divisor reducirt annehmen, da ja die fort- 
gelassenen Vielfachen von P schon von selbst durch diese Form theilbar sind. 
Es sollen daher im Folgenden alle Coefficienten bereits in dieser Weise 
angenommen werden. 
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IV. 

Die noth wendigen und hinreichenden Bedingungen für die Theilbarkeit einer algebraischen durch eine 

rationale homogene Form. 

Es sei also jetzt 

(!•) Vn Vi^ • • •? Vn 

ein System von n linear unabhängigen ganzen algebraischen Formen, z. B. das 
System (4.) des vorigen Paragraphen, und P(xx^x^ irgend eine homogene 
ganze Form von x^ und Xz, so soll jetzt untersucht werden, welchen Be- 
dingungen die Coefficienten der ganzen algebraischen Form 

(2.) IT = tii?7, + f/2^2H h«««^« 

genügen müssen, damit diese durch die Form P algebraisch theilbar ist. 
Die vollständige Lösung dieser Fundamentalfrage bietet sehr erhebliche 
Schwierigkeiten dar, welche aber sofort schwinden, wenn man dieselbe in 
einem erweiterten Umfange behandelt: Wir wollen nämlich zunächst nach den 
Bedingungen fragen, welchen die Coefficienten «i, ..., ti„ der Form w genü- 
gen müssen, damit sie durch eine Potenz 

P 

der rationalen Form P(x^^x.^ algebraisch theilbar ist, d. h. damit die Glei- 
chung des «ten Grades, der 

(3) « = -^ 

genügt, lauter ganze homogene Formen von x^ und x-i als Coefficienten be- 
sitzt. Der vorläufig unbestimmt bleibende Exponent d soll aber nicht auf 
ganzzahlige Werthe beschränkt, sondern von vorn herein gleich einer belie- 
bigen gebrochenen positiven Zahl angenommen werden. Aus der Lösung 
dieser Frage ergiebt sich dann diejenige der im Anfange dieses Para- 
graphen angegebenen Fundamentalaufgabe dadurch, dass man den Expo- 

12 n . 

nenten d successive ffleich — , -, • •, — annimmt. 

Es sei nun 

(4.) fr'»+£/i(wi...tf„)fr" -» + •••+ t/»(fii...O = 

die Gleichung, der tr für unbestimmte t/i, ..., ti, genügt; ihre Coefficienten 
£/i, ..., £/„ sind dann offenbar homogene J^rmen beziehlich vom ersten, zweiten 
bis «ten Grade von «j, ..., ti„. Führt man nun an Stelle von tr die Func- 
tion 2 durch die Gleichung (3.) ein, so genügt diese der Gleichung: 

(4«.) F"''a'*+P(''-^)^£/,a"-^+-- + l/. = 0, 
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und man erkennt leicht, dass z dann und nur dann in dem eben ange- 
gebenen Sinne ganz sein wird, wenn alle Coefficienten dieser Gleichung 
durch P*^ theilbar, oder also, wenn Wj, ..., «„ so gewählt werden, dass die n 
Congruenzen: 

(5.) P^^-*^\ U,(u,...u:) = (mod. P»^) o= i «) 

sämmtlich erfüllt sind. 

Die hier gefundenen nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass w durch P^ algebraisch theilbar ist, lassen sich in sehr ein- 
facher und übersichtlicher Weise unter Benutzung des von Herrn Kronecker 
in die Wissenschaft eingeführten Begriffes der Modulsysteme zusammenfassen. 

Sind nämlich 

(a,...a„) und (61...6J 

zwei Systeme irgend welcher ganzen Grössen, so sollen dieselben dann 
äquivalent heissen, wenn die Grössen a als homogene lineare Functionen 
der Grössen 6 mit ganzen Coefficienten dargestellt werden können, und um- 
gekehrt den Grössen b dieselbe P^igenschaft in Bezug auf die a zukommt. 
Diese Beziehung soll durch 

(aj... O 00 (61... 6 J 

ausgedrückt werden. Mit Benutzung dieser Bezeichnung lassen sich offen- 
bar die Congruenzen (5.) folgendermassen schreiben: 

denn diese Aequivalenz besagt nur, dass die n Formen P^'*""'^^l/;(wi...fi„) durch 
P^^ theilbar, d. h. dass die n Congruenzen (5.) erfüllt sind. 

Man kann nun die Bedingung (6.) durch eine andere ersetzen mit 
Hülfe der folgenden Ueberlegung: Hat man zwei ganze algebraische Formen, 
welche durch P^ theilbar sind, so gilt von ihrer Summe ein Gleiches. 
Sind nun Vi, . . ., v„ unbestimmte Variable, so ist offenbar 

eine durch P^ theilbare Form. Sind also u^^ ..., u„ so gewählt, dass der 
Aequivalenz (6.) genügt wird, dass also to durch P^ theilbar ist, so gilt 
nach der soeben geraachten Bemerkung dasselbe für 

w + P^w - 2:(u,+P\)tj, 
für variable Werthe von t?i, ..., t?„. Hieraus folgt, dass die obige Aequi- 
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Valenz dann und nur dann erfüllt ist, wenn sie bestehen bleibt, falls in ihr 
allgemein 

«ifc durch u^+P^Vt 

ersetzt wird, und t?i, . . ., t?. Variable bedeuten. Jene noth wendige und hin- 
reichende Bedingung (6.) lässt sich also folgendermassen schreiben: 

(7.) (P<^-'>^ (/,(..., u,+P'v,, ...), P^)coP^\ 

und zwar muss diese Aequivalenz für variable t?i, . . ., r^ bestehen, d. h. der 
Coefficient eines jeden Productes von Potenzen der Unbestimmten v muss 
für sich durch F"^ theilbar sein. 

Entwickelt man nun nach dem Taj^/orschen Satze jede der Formen 
Ui des Systemes (7.) nach Potenzen der Variablen t?i, . . ., t?^, so ergiebt sich: 

a«, "^ ^ öa„...ö«.. "'■•■•"''■ 

WO ;?!, . . ., Xx unabhängig von einander alle Werthe 1, 2, ..., n annehmen, 
und allgemein f//^^ die Ate Ableitung von [/^(fi,, ...,fi„) nach den k Unbe- 
stimmten fi^,, ..., u^j^ bedeutet. Da nun der Coefficient eines jeden Pro- 
ductes v^^,..v^^ in der Entwickelung des Systemes (7.) für sich durch P^^ 

theilbar sein muss, so kann die Bedingung (7.) durch die folgende ihr 
äquivalente ersetzt werden: 

(8.) (P^''-'-^'^\U.^'\u,...u,); P-^c\^P'^ Glnii'/.rJ)- 

Aber auch dieses System von Bedingungen kann beträchtlich ver- 
einfacht werden, und zwar durch den Nachweis, dass eine Anzahl der 
homogenen Formen dieses Moduls homogen und linear durch die übrigen 
dargestellt werden können; alle diese können offenbar in (8.) einfach fort- 
gelassen werden, weil sie sicher durch P"^ theilbar sind, sobald diese Be- 
dingung für die übrigen Formen erfüllt ist. Um diesen Nachweis zu führeim|^ 
wollen und können wir annehmen, dass die Zahl Eins durch die n Formen 
Vu •••? Vn homogen und linear darstellbar ist; es ist dieses ja für das 
System (4.) des vorigen Paragraphen der Fall, wo ?7i selbst gleich Eins 
ist. Sei also: 

Dann kann die Gleichung (4.), der tr genügt, bekanntlich auch folgen- 
dermassen geschrieben werden: 

F(w) = iV(«j-(fii??iH \-UnVn)) = iV((wi+fra,)i?i+- + (wn+»^ö»)'?n) 
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wenn, wie gewöhnlich, iV(^) die Norm der algebraischen Function ^ bedeutet; 
jene Gleichung geht also aus ihrem constanten Gliede f7^(fii...fij dadurch 
hervor, dass man allgemein: 

u^ ersetzt durch u^+wa,,. 
Entwickelt man den so sich ergebenden Werth von U^ nach steigenden Po- 
tenzen von w und vergleicht ihn dann mit dem in (4.) gegebenen Ausdruck 
von F(ii?), so erhält man zur Bestimmung der Coefficienten (7, die Gleichung: 

es ist also: 

(9.) U, = sm^-Oa^.^M,^^^ 

wo ü2"-'> wie vorher allgemein alle (»— •)ten Ableitungen von U^ bezeichnet. 
Hieraus ergiebt sich durch Differentiation für irgend eine der Aten Ab- 
leitungen von Ui die folgende Darstellung 

und demnach ist: 






Es sind also alle Elemente des Modulsystemes (8.) homogen und linear durch 
die folgenden unter ihnen: 

^ •^'» V>. = u, 1,..., f^ 

oder, was dasselbe ist durch 

P'^.Ula'\u,...n^ (v=o, 1 n) 

darstellbar, d. h. es können alle übrigen Formen jenes Systems fortgelassen 
werden. Setzt man daher jetzt der Einfachheit wegen 

(10.) l/n(tll...«*n) = N(W) = l/(fl,...llO, 

so lässt sich das bis jetzt erlangte wichtige Resultat folgendermassen aus- 
sprechen : 

Die algebraische P^rm M?=:fi,iyiH h««^« ist dann und nur dann 

durch P(xi^X2y algebraisch theilbar, wenn ihre Coefficienten solche 
homogene Functionen von a?, und X2 sind, dass die Aequivalenz 

(11.) (P'\V^^\ P^^^)C\:>P^^ (.=0, ,,...,n) 

besteht, oder, was dasselbe ist, dass die Congruenzen: 

(11«.) P^^U^^'^O (mod.PO (.=.o,,,...n) 

erfüllt sind, wo allgemein U^*'^ jede der j^ten Ableitungen von 
(7(wi...w„) = iV(ir) nach den Unbestimmten Ui^ . . ., u^ bedeutet. 
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V. 

Die nothwondigen und hinreichenden Bedingungen für die Theilbarkeit einer algebraischen durch 
eine rationale Form lassen sich auf lineare Cougruenzen zurückführen. 

Die am Ende des vorigen Abschnittes gefundenen Bedingungen (11.) 
oder (11".) für die Theilbarkeit einer algebraischen Form durch eine homo- 
gene Function F^ von a?, und a?2 sind deshalb sehr complicirter Natur, 
weil sie die Auflösung einer grossen Anzahl homogener Congruenzen der 
ersten, zweiten bis nten Dimension erfordern würden. Es soll nun aber 
gezeigt werden, dass das System (11.) äquivalent ist einem sogenannten 
linearen Divisorensystem 

(1.) {W,,W,,...,W„^,P) 

d. h. einem solchen, dessen sämmtliche Formen Wi lineare homogene Func- 
tionen ihrer Unbestimmten sind; oder, was dasselbe ist, es soll nachge- 
wiesen werden, dass das System der Congruenzen (11^) des vorigen Para- 
graphen ersetzt werden kann durch eine Anzahl homogener linearer Con- 
gruenzen modulo P 

(1«.) Wi = 2:aaUt = (mod,P(xi,X2)\ 

Zu diesem Zwecke ist es nöthig, zunächst einige Eigenschaften der Ihiearen 
Modulsysteme anzuführen, welche sich aus ihrer Natur unmittelbar ergeben. 
Betrachtet man ein lineares Modulsystem (1.) oder ein System linearer 
Congruenzen (P.), so bleibt das System seiner Lösungen ungeändert, wenn 
man die Unbestimmten tii, ..., «« in andere tii, ..., u^ durch eine Substitution 

transformirt, deren Determinante |a.it| niit P keinen gemeinsamen Theiler hat; 
denn alsdann entspricht jeder Lösung ti], ..., u^ eindeutig eine andere 
f/i, ..., u^. Ferner sind die Congruenzen (1^) völlig identisch mit den- 
jenigen, welche man aus ihnen erhält, wenn man irgend eine Form W^ durch 
Wi+aWjt ersetzt, da beide Systeme offenbar genau dieselben Lösungen 
ergeben, es ist also 

(W,...Wi...W,, P)c\)(W,...Wi+aW,...W„, P). 

Betrachtet man aber die Veränderungen, welche das Coefficienten- 
system 

der m Linearformen Wi bei jenen beiden Umformungen erleidet, so er- 
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kennt man, dass die erste einer linearen Verbindung der Vertical-, die letzte 
einer Verbindung der Horizontalreihen entspricht. Beide sind somit auf 
jenes Coefficientensystem anwendbar. Ist dies aber der Fall, so kann 
man*) das lineare Modulsystem durch successive Transformationen in ein' 
anderes von der einfachen Form überführen: 

WO allgemein das Product (Pn-Pn-i'-Pn-d der grösste gemeinsame Theiler 
der Form P mit allen Unterdeterminanten der «ten Ordnung der aus den 
Coefficienten a^^ gebildeten Matrix ist; oder, was dasselbe ist, man kann 
die Unbestimmten «,, ..., w„ durch eine lineare Transformation in andere 
fi'i, . . ., u„ so transformiren, dass das System der Congruenzen (1".) sich auf 
das folgende einfachere reducirt 

(2".) P.P_,...PX--Ü (mod.P), 

wo die Coefficienten Pi,..., Pi sämmtlich Theiler von P sind. 

Es werde min angenommen, dass die Form P^x^.x^) keine gleichen 
Factoren enthält; dieser Fall soll im Folgenden stets vorausgesetzt werden; 
sollte P etwa gleiche Factoren besitzen, so können diese durch Anwendung 
des Euklidischen Verfahrens leicht auf rationalem Wege gefunden und durch 
einfache Division entfernt werden. Sind dann wieder Pj, ..., P^ die oben 
angegebenen Theiler von P mit den Unterdeterminanten jener Matrix, und ist 

(2.) P = P,P,P,..J\, 

so sind diese (« + 1) Formen alle relativ prim zu einander. 

Betrachtet man dann dasselbe System Hnearer Congruenzen wie 
vorher, aber nicht mehr modulo P, sondern für jeden einzelnen der n + l 
Theiler von P in (2'.) und ist P^ irgend einer derselben, so verwandelt 
sich durch dieselbe Transformation das System (1.) in das folgende ein- 
fachere : 

(2'0 {u[,^^.^u:.p^^Pi, 

denn in dem Systeme (2.) sind dann die Coefficienten von w',, . . ., «/• durch 
Pi theilbar, während diejenigen von f/.'^i, ..., i/^ zu P, relativ prim sind; 
die m Congruenzen (1'.) für den Modul P, sind demnach dann und nur dann 

*) Die hier anzuwendenden einlachen Umformungen stimmen im Wesentlichen mit 
denjeni<5on überein, welche Herr Kronecker in seiner Arbeit „Ueber symmetrisclie Systeme", 
Monatijbcriclite der Berliner Akademie vom Jahre 1881), Seite 349 ango»(eben hat. 
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• 

erfüllt, wenn w|+i, ..., u„ durch P^ theilbar sind, während «1, . . ., fi| völlig 
beliebige Werthe haben können. 

Mit Hülfe dieser p]igenschaft der linearen Modulsysteme kann nun 
bewiesen werden, dass auch das im vorigen Abschnitt betrachtete Modul- 
system : 

(3.) * (P''\U^''\ P"^) 

einem linearen Systeme äquivalent ist, unter der Voraussetzung, dass die 
homogene Form P keine gleichen Factoren enthält, und dass der bis jetzt 

unbestimmt gelassene Bruch d ein ganzzahliges Vielfaches von , aber 

höchstens gleich Eins ist. Wir wollen diesen Beweis inductiv führen, in- 

X— l 

dem wir annehmen, dass sich die Bedingung (3.) für (J ~- - - , d. h. die 
Aequi Valenz: 



X— 1 



(4.) (P ' U<-'\P''-')c\jP''-' 

auf lineare Coiigrnenzen modulo P reducircn lässt, und "dann den Nachweis 

führen, dass dasselbe für J = , d. h. für 



X 

I'. - - 



(4".) (P " C/^''^ P') cxj P« 

der Fall ist. 

Angenommen nun, die Aequivalenz (4.) rcducirt sich auf lineare 
Congruenzeu modulo P^ so kann man, wie oben gezeigt wurde, die Unbe- 
stimmten w,, . . ., w« durch eine lineare Substitution 

(5.) ?/, - ^f^^ikK, 

deren Determinante \a.i^\ zu P relativ prim ist, in neue Unbestimmte 
«1, ..., t/^ so transformiren, dass sich die Bedingung (4.) auf eine Anzahl 
der einfacheren Aequivalenzcn: 

reducirt, wo P einen derjeni<z;en Theilcr P,,, P^, P,, ..., P„ bedeutet, in 
welche P in (2\) zerlegt wurde. Alsdann kann man aber die Unter- 
suchung für einen jeden dieser n+1 Theiler gesondert weiterführen, da 
ja offenbar eine algebraische Form dann und nur dann durch ein Product 
theilerfremder rationaler Formen theilbar ist, wenn dies für jeden seiner 
Factoren der Fall ist. 



/ - - 



««I 
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Wendet man ferner auf die bis jetzt untersuchte Form: 
(6.) w = tii??,H hWn^« 

die lineare Substitution (5.) an, wodurch sie in: 
(6".) tc = n[r/^+'" + ulri'^ 

übergehen möge, so entspricht einer jeden Lösung («i,, ..., t/J, modulo P be- 
trachtet, eine und nur eine Lösung (wj, ..., «i^), da jene Substitution modulo 
P umkehrbar ist. Nennt man also: 

die Form, in welche 17(w,, ..., f/„) durch jene lineare Transformation übergeht, 
so ist für einen jeden Werth von ä: 

(7.) (P^'.m^Xu,, ..., fO, I^')c\j{P-\U'^^\n\, ..., o, O. 

eine Aequivalenz, von deren Richtigkeit man sich auch auf rechnendem 
Wege leicht überzeugen kann. Man kann also die linken Seiten der beiden 
Aequivalenzen (4.) und (4".) durch die lineare Substitution (5.) transformiren, 
d. h. man kann von vorn herein an Stelle der Form (6.) die Form (6".) auf ihre 
Theilbarkeit untersuchen. Thut man dieses, und wählt man alsdann an Stelle 

des Moduls P irgend einen seiner n + i Theiler P, so reducirt sich die Bedin- 
gung (4.) auf die einfache Aequivalenz (5".). Durch sie wird aber ausgespro- 
chen, dass jene Bedingung (4.) dann und nur dann erfüllt ist, wenn von den n 

Grössen wi, ..., u^ die letzten n—u durch P theilbar sind, während eil, ..., u^ 
ganz beliebige Werthe haben können. Nimmt^ man nun von vorn herein die 

Grössen u[^ ..., ul auf ihren kleinsten Rest modulo P reducirt an, so sind 

sie nur dann durch P theilbar, wenn sie gleich Null sind. Erwägt man 
also, dass die Aequivalenz (4.) die Bedingungen dafür enthielt, dass die 



x-l 



Form (6".) durch P " theilbar ist, so lässt sich jetzt die vorher gemachte 
Voraussetzung, dass die Bedingungen (4.) auf lineai'e Congruenzen zurück- 
geführt werden können, auch folgendermassen aussprechen: 

Eine ganze algebraische Form w = wl^lH l-wl^y,', ist dann und nur 

^ -^ dann durch P ** theilbar, wenn ihre («-/') letzten Coefficienten 
gleich Null sind. 
Es ist also jetzt nur noch zu untersuchen, wie die übrig bleibenden Coeffi- 

cienten i/',,...,w^ zu wählen sind, damit die Form w nrcht nur durch P " , 

X 

sondern auch durch P' theilbar ist. Die nothwendigen und hinreichenden 

3* 
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Bedingungen hierfür ergeben sieh, wenn man in der Aeqnivalenz (4".) für 
die Grössen «i, die neuen Unbestimmten «/,' einführt, und alsdann ti^+i, ..., u„ 
gleich Null setzt, d. h. jene Bedingungen sind: 



yit 



und es ist jetzt nachzuweisen, dass auch diese Aequivalenz auf lineare Con- 
gruenzen zurückgeführt werden kann. 

Dieser Beweis lässt sich nun durch ganz ähnliche Ueberlegungen 
führen, wie sie im vorigen Abschnitte zur Vereinfachung der Aequivalenz 
(6.) benutzt wurden. Zu diesem Zwecke beachte man, dass nach dem 
soeben ausgesprochenen Satze (^4.) die Form: 

für unbestimmte v\^ ..., «^ durch F " theilbar ist. Ist also: 

eine algebraische Form, deren Coefficienten der Bedingung (8.) genügen, 
welche also durch P" algebraisch theilbar ist, so gilt dasselbe auch von: 

. w+p^w =-- -r(f/;.+/^«r;)7;;, 

d. h. die obige Aequivalenz bleibt bestehen, wenn man in ihr allgemein: 

n'i ersetzt durch wJ + P"«?- 

und «i, ..., v^ variable Grössen bedeuten lässt. P^ntwickelt man also die 
Functionen des so entstehenden Moduls: 

Vir 1 

(8^) (P "' U'^'\n\^'P " v[\ P') (-1, -i /^) 

nach Producten von Potenzen von <?',, ..., <?;o.so muss ein jeder der Coef- 
ficienten durch P' theilbar sein. Diese Entwickelung jener Formen f/'^'^ 
lässt sich nun, ähnlich der entsprechenden im vorigen Abschnitte, abgesehen 
von Zahlencoeificienten, folgendermassen schreiben: 



1 / 

u—v - — 






n . ' 






WO wieder l]'^*-^^"^ jede der Aten Ableitungen der Form t/'^'^ nach den in 
ihr auftretenden Unbestimmten bedeutet. Der aus den Entwickelungscoef- 
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ficienten von (8".) gebildete Modul, welcher dem in (8.) aufgestellten äqui- 
valent ist, wird daher: 

Dieses Divisorensystem ist nun offenbar äquivalent dem einfacheren: 

da ja alle Elemente des ersten Systems entweder selbst im zweiten vor- 
kommen, oder aus ihnen durch Multiplication mit den positiven Potenzen 

v(jr-l) 

P " entstehen. Die zu untersuchende Aequivalenz reducirt sich also auf 
die folgende: 

(9.) (iP''^.U''*-^\P')c\jP' . (..=-0,, „), 

oder, was dasselbe ist, auf die Congruenzen: 



»'1 



(9^) P « .U'^'^\u\, ..., w;) EB (mod. P') (.. = (^ i «). 

Von den Bedingungen (9".) können nun diejenigen fortgelassen werden, in 
welchen r. ~ « ist; schreibt man diese nämlich in der Form: 

U'^"\fi\, ...,«;) = (mod. P'-O, 

so erkennt man, dass sie von selbst erfüllt sind, weil U'(u[^ .... u^) = N(w)j 
also auch jede ihrer Ableitungen, nach der Voraussetzung (A.) für unbestimmte 

w'i, ..., u^ durch P'~^ theilbar ist. Man braucht daher nur diejenigen Con- 
gruenzen weiter zu betrachten, in welchen der Exponent - - von P ein ech- 
ter Bruch ist. Nun sind aber alle Ableitungen U'^*''^ homogene Formen von 
«ij, ...,wl,, deren Coefficienten rationale ganze Formen von Xi und Xy sind. 

Daher kann eine Form U'^'''\ multiplicirt mit der Potenz P**, deren Expo- 
nent ein echter Bruch ist, nur dann durch P*" theilbar sein, wenn J7'^*''^ 

selbst jene Potenz von P enthält; die Congruenzen (9".) lassen sich also 
durch die einfacheren ersetzen: 

U'^^^ti',, ..., O -1- (mod. PO (»-,-•., I «-!), 

und die Aequivalenz (9.) geht über in: 

(10.) {U'^'^\m\,..., iO, P')C\jP' (.-.-n, , „-1). 

Die Formen U'^"'^ sind nun sämmtlich homogen in w',, ...,«[,,• nach 
dem bekannten A'iiferschen Satze lassen sie sich also sämmtlich homogen 
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und linear durch die (»— l)ten Ableitungen von U* darstellen, es ist nämlich, 
abgesehen von einem Zahlenfactor: 

daher können in der Aeqnivalenz (10.) alle Ableitungen von U' ausser 
den (ii— l)ten fortgelassen werden, und hierdurch geht die zu untersuchende 
Aequivalenz in die folgende über: 

(11.) {m^''Ku[,...,u'^),P'')c\)P\ 

Das dieser Aequivalenz entsprechende System von Congruenzen: 

(11«.) 17'^»-^>(«i;, ..., n;) = (mod. P) 

besteht nun in der That nur aus linearen Congruenzen modulo P; denn ein- 
mal sind ihre linken Seiten die («--l)ten Ableitungen von 17'(w'i, ..., ti^) 
= N(tc), also lineare homogene Formen von «1,...,«/),, dann aber ist nach 
dem Satze (^4.) auf S. 19 iV(fr), mithin auch jede ihrer Ableitungen für unbe- 
stimmte «1,...,«^ bereits durch P""^ theilbar; die obigen Congruenzen re- 
duciren sich also von selbst auf solche für den Modul P. 

Da somit die aufgestellte Behauptung für ä = - bewiesen ist, falls 

sie für (T = als richtig angenommen wird, und da der Satz offenbar für 

d = gilt, weil jede Form mit ganzen Coefficienten Wi, . .., «„ durch P" = 1 

algebraisch theilbar ist, so besteht derselbe auch flir cJ = — , --, ..., — • 

Berücksichtigt man also die Form (II"*.), in welcher jene Theilbarkeitsbe- 
dingungen zuletzt erschienen, so lässt sich das gefundene Resultat in dem 
folgenden wichtigen Satze aussprechen: 
Sind 

ein beliebiges System von n homogenen ganzen algebraischen 
Formen, welche linear unabhängig sind, so ist die algebraische 
Form : 

dann und nur dann durch eine ganze rationale Form P^Xi^x.) 
algebraisch theilbar, wenn die Coefficienten w,, ..., ?/„ den linearen 
Congruenzen: 



Hensel, Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 23 

genügen, wenn also alle («— l)ten Ableitungen von 

N(fc) = £/(«!, •••,«*») 
durch P* theilbar sind. 

VI. 

Untersuchung der ganzen algebraischen Formen; ihre Darstellung durch ein Fundamentalsystem. 

Mit Hülfe des am Ende des vorigen Abschnittes abgeleiteten Funda- 
mentalsatzes kann man nun ein System von n linear unabhängigen ganzen 
algebraischen Formen ableiten, welches die Eigenschaft besitzt, dass alle 
ganzen algebraischen Formen und nur sie als homogene lineare Functionen 
von jenen dargestellt werden können, deren Coefficienten ganze homogene 
Formen von Xi und a?2 sind. Ein solches System soll ein Fundamental- 
System genannt werden. Mit seiner Hülfe lassen sich die meisten bei der 
Untersuchung der algebraischen Functionen einer Klasse auftretenden Fra- 
gen in sehr einfacher Weise beantworten, wie später an den Hauptproblemen 
der Theorie der algebraischen Integrale näher dargelegt werden soll. 

Wir gehen au« von irgend einem System linear unabhängiger ganzer 
algebraischer Formen 

welche in Bezug auf (xi^x-i^rf) homogen und zwar von den Dimensionen 

sein sollen. Diese seien so angeordnet, dass: 

(1'.) r, :^> V, ^ . .. ;:> v^ und Vr, = 

ist. Diesen Bedingungen wird z. B. genügt, wenn man wie vorher: 

annimmt. Dann ist nach dem soeben bewiesenen Satze eine ganze alge- 
braische Form 

tc = Wi^i + -- + w„ryn 

dann und nur dann durch eine rationale ganze F^orm P{xi^x-^ ohne gleiche 
Factoren algebraisch theilbar, wenn ihre Coefficienten Wi, ..., «„ den linearen 
Congruenzen : 

genügen. Betrachtet man diese Congruenzen zunächst nur für den Modul P^ 
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SO folgt aus ihnen: 

(3.) Dti, = (mod.P), 

wo D den grössten gemeinsamen Theiler aller derjenigen Determinanten uter 
Ordnung bedeutet, welche aus dem Coefficientensystem der Linearformen 
(/(»-!) gebildet werden können, und diese noth wendigen Bedingungen (3.) 
lehren, dass eine algebraische Form w nur dann durch eine rationale Form 
P theilbar sein kann, ohne dass alle Coefficienten selbst P enthalten, wenn 
P ein Theiler von -D(xi, X2) ist; diese und nur diese Formen sind somit 
noch weiter zu untersuchen. 

Es sei nun P irgend ein Theiler der rationalen Form Z), oder gleich 
das Product aller verschiedenen Factoren von D, so kann man durch eine 
lineare Transformation, deren Determinante zu P theilerfremd ist, die Unbe- 
stimmten 2ii, ..., t#„ in andere u[^ ..., u^ so transformiren, dass die linearen 
Congruenzen für den Modul P 

(4) t^'^-^>(w;, ..., O = (mod. P) 

dann und nur dann befriedigt werden können, wenn: 

(5.) «i^H.1 = u^^2 = "'^K = (mod. P) 

ist, während wi, ..., u^ beliebige Werthe haben; die Form P bedeutet dann 
jeden der n+1 Theiler von P, in welche diese Form in (2\) des vorigen 
Abschnittes zerlegt wurde. Untersucht man also zunächst die Form tc in 

Bezug auf P, und setzt man die Formen wj, ..., u[ bereits als auf ihren klein- 
sten Rest modulo P reducirt voraus, so müssen w^^.i, ..., u^ gleich Null sein. 
Geht demnach durch die angegebene Transformation die Form w über in: 

w =: u[r][ + + «/>/!, 

so sind die nothwendigen Bedingungen (4.) für die Theilbarkeit von w durch P 

durch die Form: 

tt? = "i^i + --- + «^^^ 

für unbestimmte u[^ ..., u^ erfüllt und nur durch sie. 

Bildet man jetzt alle (w~l)ten Ableitungen von 

so sind diese, da sie einen Theil der Formen (4.) ausmachen, für unbe- 
stimmte fil, ..., ««^ bereits durch P theilbar; das System der Congruenzen mo- 
dulo P' 

U'^^-'\u[,...,u^) = (mod.FO 
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reducirt sich also thatsächlich auf ein solches modulo P und kann wieder- 
um in der soeben angegebenen Weise behandelt werden. 

Durch Fortsetzung desselben Verfahrens gelangt man schliesslich 
auf rationalem Wege durch blosse Auflösung einer Anzahl von linearen 
Congruenzen oder, was dasselbe ist, von linearen Gleichungen, für einen 
jeden Theiler P' von P zu einem Systeme von linear unabhängigen homo- 
genen algebraischen Formen: 

(6.) v'ij V2, ... VfH, 

welche sämmtlich durch P'(a?i, X2) algebraisch theilbar sind, und durch welche 
sich jede andere P' enthaltende Form homogen und linear ausdrücken lässt. 
Diese m algebraischen Formen sind durch das der Untersuchung zu 
Grunde gelegte System ??i, ...,??„ in (1.) homogen und linear mit ganzen 
Coefficienten darstellbar; es sei nun 

(6«.) 7?: = i/:?,,7y, (i = i,...«0, 

dann ist jeder der Coefficienten /?,^ eine homogene ganze Form von (aji, Xi)^ 
deren Dimension diejenige des betreffenden rj^ zu der Dimension v[ von 1?/ 
ergänzt; die Dimensionen der Coefficienten /?,,, ßi2j ...i ßin einer belie- 
bigen Zeile bilden also nach (1".) eine Reihe von ganzen Zahlen, deren jede 
gleich oder grösser als die vorhergehende ist. 

Mit Hülfe der m Formen (6.) soll nun aus dem ursprünglichen 
Systeme (1.) von n unabhängigen Formen ein anderes abgeleitet werden, 
dessen Formen von möglichst niedriger Dimension sind. Die m Formen (6.) 
behalten offenbar alle vorher angegebenen Eigenschaften, wenn man jede mit 
irgend einer zu P' theilerfremden ganzen Form multiplicirt, oder auch, falls 
dies ausführbar ist, dividirt, wenn man ferner allgemein !][ durch ri\ — Qri^ er- 
setzt, wo Q eine beliebige ganze rationale Form bedeutet, und wenn man 
endlich einen jeden Coefficienten auf seinen kleinsten Rest modulo P' redu- 
cirt. Betrachtet man nun die Veränderungen, welche durch diese Trans- 
formationen bei dem Coefficientensysteme 

Pm rri? . . .? Pin 

P2H Pni . . «1 Pin 9 



0-) 



mn 



der Gleichungen (6".) bewirkt werden, so entspricht die erste einer Multi- 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 1. 4 
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pliearioD. beziehlich einer Division der Elemente einer Uorizontalreihe mit 
einer zu F theilerfremden rationalen ganzen Form, die zweite einer linearen 
homogenen Verbindung zweier Horizontalreihen, and die dritte endlich besagt, 
dass die Coefficienten nor modolo F betrachtet zu werden brauchen. 

Offenbar kann man nun die rationale Form F{x^.x^ gleich in dem 
Sinne als irreductibel voraussetzen, dass sie in einer beliebig gegebenen 
Form des Coefficientensystems (7.) entweder ganz enthalten, oder zu ihr rela- 
tiv prim ist. Sollte dies nämlich für irgend eine der Formen ti^, etwa nicht 
der Fall sein, so kann man ja durch das Euklidische Verfahren F auf 
rationalem Wege in zwei Factoren zerlegen, von denen jeder die verlangte 
Eigenschaft hat. und fiir jeden von ihnen die weitere Untersuchung geson- 
dert führen. Es sei nun die Form F von der iten Dimension, und zwar 
werde zuerst angenommen, dass sie nicht gleich x, ist. Betrachtet man 
jetzt in dem Systeme (7.) die Elemente der ersten , zweiten .... Vertical- 
reihe. so muss man schliesslich zu einer Reihe gelangen, in welcher min- 
destens ein Element zu F relativ prim ist Sollten in derselben Colonne 
noch andere Formen vorhanden sein, welche dieselbe Eigenschaft besitzen, 
so kann man die Horizontal reihen in der Weise linear und homogen mit 
einander verbinden, dass in dem neuen äquivalenten System eine und nur 
eine Form dieser Verticalreihe zu F theilerfremd ist. während alle anderen 
P'^Xi, x>) als Factor enthalten, und daher fortgelassen werden können, flacht 
man nun diese Horizontalreihe zur ersten und behandelt die übrig blei- 
benden Reihen in derselben Weise, so erhält man zuletzt ein Coefficienten- 
system, dessen Horizontalreiben mit Formen 

anfangen, die zu F relativ prim sind, und das aus dem Grunde ein Diago- 
nalsystem genannt werden kann, weil die unter dem Anfangsgliede .y, einer 
jeden Zeile stehenden Elemente derselben Colonne sämmtlich gleich Xull sind. 
Hierauf multiplicire man die Horizontalreihen dieses Diagonalsystems 
beziehlich mit anderen Formen: 

welche so gewählt sind, dass allgemein 

,ij\ = x: (mod. P) 
ist; dadurch erhält man ein neues Svstem, dessen Horizontalreihen bezieh- 
lieh mit 

X^ X^' x^" 
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anfangen ; die späteren Elemente einer jeden Horizontalreihe sind dann nach 
der oben bei (6".) gemachten Bemerkung von höherer oder von gleicher 
Dimension als ihre Anfangsglieder. Reducirt man nun alle Formen dieses 
Systems modulo P' auf ihren kleinsten Rest, so sind sie in Xi höchstens 
vom Grade i— 1, während ihre Dimensionen in ((r,,a?2) mindestens gleich 
der ihrer Anfangsglieder, d. h. beziehlich gleich 

sind. Es tritt demnach aus allen Elementen der tten Horizontalreihe eine 
Potenz von x-i als gemeinsamer Factor heraus, deren Exponent mindestens 
gleich 

ist; dividirt man also alle Elemente einer und derselben Horizontal- 
reihe durch die ihnen gemeinsame Potenz von x^^ so verwandelt sich 
das obige Diagonalsystem in ein äquivalentes, dessen Reihen jetzt be- 
ziehlich mit den Potenzen 

lO.y •»'2 1 •*''2" 7 • • •! "'2 

anfangen, deren Exponenten aber jetzt sämmtlich kleiner als die Dimen- 
sion i der Form P' sind. 
Es seien nun 

/Tk N " ff ff 

W ^n %? • • •? Vm 

die m unabhängigen durch P' theilbaren Formen, welche diesem transfor- 
mirten Coefficientensysteme entsprechen, so sind sie mit den Formen (1.) 
durch m lineare Gleichungen von der folgenden einfachen Form verbunden: 



^in 



i n 



(9^) 



rix = ^2%+?'ci+1'l%.+l + +ynxVn, 



iVm = ^'" '??,„ + +rn.nnn' 



Drückt man nun vermöge dieser Gleichungen die Elemente: 

durch die m algebraisch ganzen Formen: 

^f* •»ff *," 

Vi Vi Vm 



pf 9 P ^ • • •? pf 

aus, während die übrigen Formen des ursprünglichen Systems (1.) unge- 

4* 
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ändert bleiben, so erhält man ein neues System 

(10.) Vu V2, . . ., Vn 

von n linear unabhängigen ganzen algebraischen Formen; dieses geht aus 
dem ursprünglichen Systeme durch eine lineare Substitution hervor, deren 
Determinante offenbar den Werth 



(11-) -%- -. 



m 



besitzt, während ihre Substitutionscoefficienten homogene gebrochene Formen 
von (a:,,a?2) lüit dem gemeinsamen Nenner P^x^^Xj) sind. Untersucht man 
also die Formen (10.) in derselben Weise wie das System (1.), so erkennt 
man leicht, dass bei ihnen ausser den vorher gefundenen Formen P\xx^x^ 
höchstens noch x^ als Nenner auftreten kann. 

Durch Fortsetzung dieser Reductionen gelangt man nun schliesslich 
zu einem System von unabhängigen ganzen Formen, bei welchem über- 
haupt kein Nenner P(xx^x-^ mehr auftreten kann. Die Richtigkeit dieser 
Behauptung erkennt man leicht, wenn man die Gesammtdimension des ur- 
sprünglichen mit derjenigen des transformirten Systems (10.) vergleicht. 
Nach (T'.) und (9".) sind diese nämlich beziehlich gleich: 



71 Ul 



21 i'i und 2: ^. - 2; (^ - «0 ^ 

1 i 1 

d. h. durch eine jede solche Transformation wird die Gesammtdimension 
um eine positive ganze Zahl, und zwar mindestens um m Einheiten er- 
niedrigt; da nun die betrachteten Formen sämmtlich algebraisch ganz 
sind, so muss ihre Gesammtdimension eine ganze, nicht negative Zahl 
bleiben: nach einer endlichen Anzahl von Transformationen gelangt man so- 
mit zu einem Systeme, für welches bei keinem der überhaupt in Betracht 
kommenden Nenner P'(xi.x,) eine Ueduction eintritt, für welches also die 
Congruenzen (2.) überhaupt gar keine gemeinsamen Lösungen besitzen; 
es könnte nun noch die vorher ausgeschlossene Form j> als Nenner 
auftreten. 

Um endlich auch diesen letzten Nenner fortzuschatfen, verfahre man 
genau wie früher, nur tritt in den Gleichungen (9".) x^ an Stelle von x, auf, 

während die Exponenten fi, f. f„ sämmtlich gleich Null sind, da hier 

die Dimension l von x, den Werth Eins hat. Nach Ausführung dieser 
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Reductionen, deren Determinanten nach (11.) gleich 

1 

sind, können also überhaupt gar keine weiteren Nenner auftreten; die auf- 
gestellte Behauptung ist somit bewiesen. 

Durch dieses Verfahren gelangt man also von einem beliebig gege- 
benen System 

Vi) '?2? • • «1 Vn 

von n linear unabhängigen ganzen algebraischen Formen auf rationalem 
Wege, nämlich durch blosse Auflösung linearer Gleichungen, zu einem an- 
deren Systeme unabhängiger homogener Formen: 

welches die wichtige Eigenschaft besitzt, dass alle ganzen algebraischen 
homogenen Formen und nur sie eindeutig in der Form: 

mit homogenen ganzen Formen von Xy und x^ als Coefficienten dargestellt 
werden können; dieses System soll ein Fundamentalsystem flir die betrach- 
tete Gattung @ von algebraischen Formen genannt werden. 
P^s seien nun 

die Dimensionen von 

und zwar sollen diese Formen wieder so geordnet angenommen werden, dass : 

Ui^ih^'-^H, und w„ = 
ist; ferner sei: 

1 
die Gesannntdimension des Fundamentalsystems, so ist N eine ganze posi- 
tive Zahl, welche sicher gleich oder grösser als n — l ist, da anderenfalls 
mindestens noch ^„_i von der nullten Dimension, Orlso eine Constante sein 
mllsste, was unmöglich ist, da S„_, und Sn linear unabhängig sind. Setzt 

man nun 

N = p+»-l, 
so nennt man die ganze, nicht negative Zahl 

p = JV-(ii-.l) 
das Geschlecht der Gattung ®, welche durch die ursprüngliche Gleichung 

definirt ist. 
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VII. 

L'utersuchiing der algebraischen Formen für eine ganze rationale Form als Modul. Ihre Darstellung 

durch ein Fundamcntalsystcm. 

Aach die modolo P(x,, X2) gauzen algebraischen Formen können 
durch ein Fundamentaläystem dargestellt werden, und die Lösung dieser 
Aufgabe ist es, welche z. B. für die Zerlegung der algebraischen Grössen 
in ihre Primfactoren einzig und allein erforderlich ist. Die Aufstellung 
eines solchen Systems ist viel einfacher als die im vorigen Abschnitte 
durchgeführte, da es sich hier eben nur um die Untersuchung der Formen 
modulo P handelt. 

Unter einem Fundamentalsystem für den Modul P verstehe ich ein 
System von n algebraischen Formen ^j, ..., ^^, welche, modulo P betrach- 
tet, algebraisch ganz und linear unabhängig sind, d. h. zwischen denen eine 
homogene lineare Congruenz: 

(1.) w =: uJ,+'"+uJ^ = (mod.P) 

dann und nur dann besteht, wenn alle Coefficienten durch P theilbar sind. 
Aus dieser Definition ergiebt sich unmittelbar, dass das vorher betrachtete 
absolute Fundamentalsystem 

auch für jeden Modul P{x^^x.^ ein solches ist, und ferner, dass jedes Funda- 
mentalsystem aus irgend einem, etwa dem Systeme (2.) durch eine lineare 
Substitution 

hervorgeht, deren Coefficienten, modulo P betrachtet, ganze rationale For- 
men, und deren Determinante |ff^| zu P relativ prim ist; denn allein eine 
solche Substitution ist, modulo P betrachtet, umkehrbar. 

Ist endlich ?i, ..., i^ ein Fundamentalsystem für die Form P, so ergiebt 
sich aus der Darstellung (3.) der wichtige Satz, dass jede modulo P ganze 
Form fr auf eine und nur auf eine Weise durch die Elemente desselben 
homogen und linear so dargestellt werden kann, dass die Coefficienten 
rationale homogene Formen von (xi,ir,) sind, deren Nenner mit P keinen 
gemeinsamen Theiler haben. 

Um nun von dem ursprünglichen Systeme 

in (r.) des vorigen Paragraphen zu einem Fundamentalsystem tür eine be- 
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liebige Form P ohne gleiche Factoren zu gelangen, braucht man nur alle 
linear unabhängigen Formen 

aufzusuchen, welche durch P algebraisch theilbar sind, eine Aufgabe, welche 
durch die Betrachtung der linearen Congruenzen (2.) des vorigen Abschnitts 
bereits gelöst wurde. Aus der dort gefundenen nothwendigen Bedingung 
(3.) ergiebt sich dann unmittelbar der Satz: 

Das System (4.) ist für alle diejenigen Formen P ein Fundamental- 
system, welche zu D(xi^x^) relativ prim sind. Es sind also nur 
noch für die Theiler dieser Form Fundameutalsysteme aufzustellen. 
Ist nun P ein Theiler von D, so seien wie vorher 

alle linear unabhängigen Formen, welche noch durch P algebraisch theil- 
bar sind. Dann kann man die Gleichungen: 

vermöge deren diese durch das System (4.) ausgedrückt werden, benutzen, 
um m der Formen (4.) durch die modulo P ganzen Formen: 

Vi Vni_ 

p 1 • • M p 

und die übrigen Potenzen von t] darzustellen. Untersucht man das so ent- 
stehende neue System in derselben Weise weiter, so gelangt man nach einer 
endlichen Zahl von Transformationen zu dem gesuchten Fundamentalsystem 
modulo P. 

VIII. 

Dio algebraischen Formen erster (lattun^. 

Den ganzen algebraischen Formen am nächsten steht eine Klasse 
von gebrochenen Formen, deren Untersuchung für die Anwendungen der 
Theorie der algebraischen Functionen von grundlegender Bedeutung ist 
Man wird zu ihnen durch die folgende Ueberlegung geführt. 

Ist fc zunächst eine beliebige ganze algebraische und P(xi^ x.2) irgend 
eine rationale ganze homogene Form, so ist das Product 

(1.) a = Pw 

durch P algebraisch theilbar. Bildet man also die Gleichung 

(2.) z''+B,z'''' + B,z^-'+-'+B^ = 0, 

der « genügt, so ist allgemein der Coefficient ß, durch P' theilbar; diesen 



f. 
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Bedingungen wird für eine jede Form P offenbar dann und nur dann ge- 
nügt, wenn w eine ganze algebraische Form ist, d. h. sie ist für die ganzen 
algebraischen Formen charakteristisch. 

Legt man jetzt der algebraischen Form w die allgemeinere Bedin- 
gung auf, dass das I^roduct z = Pw für jedes P nicht mehr durch P selbst, 
wohl aber durch eine gebrochene positive Potenz P^ dieser Form theilbar 
ist, deren Exponent beliebig klein sein kann, so gelangt man zu einem 
weiteren Gebiete algebraischer Formen, welches die ganzen Formen offen- 
bar mit umfasst. Es sollen diese im Hinblick auf eine spätere Anwendung 
„Formen erster Gattung^ genannt werden. Die gemeinsame charakteristische 
Eigenschaft der ganzen Formen und der Formen erster Gattung w lässt 
sich auch so aussprechen, dass das Product z = Pw für eine jede Nullstelle 
der beliebig gewählten Form P(x^^x-^ stets verschwindet; ist aber w alge- 
braisch ganz, so muss jenes Product durch P algebraisch theilbar seui, wäh- 
rend dieses bei der zweiten Klasse von algebraischen Formen nicht für jedes 
P der Fall zu sein braucht. 

Um nun alle algebraischen Formen erster Gattung wirklich zu fin- 
den, wollen wir ihre charakteristische Elligenschaft in einer für die Rech- 
nung bequemeren Form angeben. Nach der oben gegebenen Definition so- 
wie nach (5.) des vierten Abschnittes ist w dann und nur dann eine Form 
erster Gattung, wenn die Coefficienten i5,, B^^ ..., B^ der Gleichung (2.) 
für z = Pw so beschaffen sind, dass allgemein: 

(3.) ß, EE (mod. F^) 

ist, falls S eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Da nun die Formen 
Bi in (a?!, x.) rational sind, so kann diesen Bedingungen, falls P keine 
gleichen Facto ren besitzt, nicht genügt werden, wenn nicht mindestens 

(3".) ß, e:^ (mod. P) 

ist. Dies ist aber andererseits die nothwendige und hinreichende Bedingung 

1 

dafür, dass z durch P" theilbar ist, wie man leicht erkennt, wenn man in 

(3.) S ~ - annimmt. Mit Rücksicht hierauf lässt sich die Definition der 

algebraischen Formen erster Gattung auch so aussprechen: 

Eine algebraische Form w ist dann und nur dann von der ersten 
Gattung, wenn ihr Product mit irgend einer rationalen Form P(x^^ x-^ 

ohne gleiche Factoren mindestens durch P" theilbar ist. 
Auf Grund dieser charakteristischen Eigenschaft der Formen erster Gattung 
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ist es nun leicht, alle diese Formen zu finden. Zu diesem Zwecke braucht 
man nur alle diejenigen ganzen algebraischen Formen 

« = uXl + "' + UrXn 

aufzusuchen, welche durch P** theilbar sind, ohne dass ihre Coefficienten 

1 

sämmtlich P enthalten. Damit aber ss durch P" theilbar ist, ist das Bestehen 
der linearen Congruenzen: 

nothwendig und hinreichend, wie sich aus (29.) des fünften Abschnittes er- 
giebt, wenn man dort x = 1 setzt. Die vollständige Auflösung dieses Con- 
gruenzensystems ergiebt somit alle Formen erster Gattung. 

Indessen gelangt man zu demselben Resultat viel einfacher ver- 
mittelst der folgenden üeberlegung: Ist 

1 

eine Form, welche durch P" theilbar ist, und bedeutet: 

eine ganze algebraische Form mit unbestimmten Coefficienten, so ist oflFen- 
bar auch: 

(5.) Z = att? = 2:i:u,f)XX» 



t X 



für unbestimmte <?,, ..., f>, durch P" theilbar. Bildet man also die Gleichung, 
der Z für unbestimmte ©i, ..., f>„ genügt, so müssen ihre Coefficienten 
sämmtlich durch P theilbar sein. Man kann nun diese grosse Anzahl von 
Bedingungen durch die eine ersetzen, dass nur der erste dieser Coefficienten, 
oder, was dasselbe ist, dass die Summe der n zu Z conjugirten Formen 
durch P theilbar sein, d. h. dass die Congruenz: 

(6.) S{ztD) = Q (mod.P) 

für unbestimmte <?i, ..., <?„ bestehen muss, wenn allgemein S{w) die Summe 
der zu einer algebraischen Form a? conjugirten Formen bedeutet. Diese 
Bedingung ist nothwendig, weil sie einen Theil der soeben ausgesprochenen 

bildet; ist sie ferner erfüllt, und setzt man au Stelle der Form w beziehlich: 
(7.) «?==!, a, z^^ . . ., j5*»-\ 
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SO gehen aas ihr die folgenden n Congraenzen hervor: 

s, = S(z) =0,1 
(8.) *-^ = S(O = 0, 

wo «1, «2? •••1 *« offenbar nichts anderes als die n ersten iVeu^/onschen Potenz- 
summen der algebraischen Form z sind. Ist also die Bedingung (6.) er- 
füllt, so sind auch 

durch P theilbar. Erinnert man sich aber der Formeln, vermittelst deren 
jene Potenzsummen mit den Coefficienten 

der Gleichung fiir z zusammenhängen, so ergiebt sich unmittelbar, dass 

alsdann auch alle jene Gleichungscoefficienten P enthalten, d. h. dass z durch 

1 

P" algebraisch theilbar ist. Es ergiebt sich also das folgende Resultat: 

Eine algebraische Form a ist dann und nur dann durch P" alge- 
braisch theilbar, wenn die rationale Form: 

S(z.w)~0 (mod.P) 
ist, wo 

eine Form mit völlig unbestimmten Coefficienten bedeutet, und 
allgemein S(u) die Summe der zu der algebraischen Form u con- 
jugirten Formen, oder also den Coefficienten des zweithöchsten 
Gliedes in der Gleichung für u bedeutet. 
Die linke Seite der Congruenz (6.) lässt sich nun folgendermassen 
schreiben : 

S(^wz) = SiHHv^nM.) = iS:-2?«,w,.S(C,0 

ix i * 

Setzt man also: 

WO die a„ dann ganze homogene Formen von (x,,«.) sind, so geht jene 
Bedingung über in die folgende: 

(9.) -S'a,,ü,w, 2E5 (mod.P), 

und diese vertritt, da sie für unbestimmte t?i, ...,©„ erfüllt sein muss, die 



Ü 
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Stelle der folgenden n linearen Congruenzen: 
(10.) 2:ai,u, = (mod.P). 

Die n linearen Formen (10.) sind nun von einander unabhängig, d. h. ihre 

Determinante 

^ = |ö/«| 

ist nicht gleich Null. Wäre dies nämlich der Fall, so könnten die Linear- 
formen (10.) durch nicht sämmtlich verschwindende Werthe von «i, ..., «^ 
zu Null gemacht werden, d. h. man könnte eine algebraische Form 

j5 = iij^j-] hw„^„ finden, deren Coefficienten nicht alle gleich Null sind, 

und für welche die Gleichung 

S(zw) = 

für unbestimmte ri, . . ., v^ erfüllt ist Macht man dann aber wieder für w 
die Substitutionen (7.), so ergiebt sich wie oben, dass die Nefoton^chen 
Potenzsummen, also auch sämmtliche Coefficienten der Gleichung fUr ss 
gleich Null sein müssteu, was nicht möglich ist, da die Form & selbst von 
Null verschieden ist. 

Durch Auflösung der Congruenzen (10.) ergiebt sich nun: 

Ju, = (mod. P), 

d. h. jenen Bedingungen kann dann und nur dann durch Formen tii, ..., u^ 
genügt werden, welche nicht sämmtlich durch P theilbar sind, wenn P in 
J enthalten ist. Man braucht daher jene Congruenzen nur flir den grössten 

Theiler P der Determinante J als Modul zu betrachten , welcher selbst 
keine gleichen Factoren besitzt. Die so sich ergebenden Congruenzen 
lassen sich als Gleichungen offenbar folgendermassen schreiben: 

(10".) .^O««« = P-Ui ' (i = l. i. ..„n), 

wenn «,, . . ., », beliebige ganze Formen bedeuten. Ist also allgemein: 

(11-) Au = -^, 

sind also die Formen -4,, die Elemente des zu dem Systeme Iö^^I reciproken 
Systems, so ergiebt sich die folgende Auflösung der Gleichungen (10^): 

u, = P.SAi^Ui. 

Setzt man endlich diese Werthe von «ii, . . ., u^ in die Form z = -2"«,^, ein, 

'' # 
o 
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SO möge diese übergehen in: 

wo also die neu eingeführten algebraischen Formen ^i, ..., ^^ mit dem 
; Fundamentalsystem ^j, . . ., u„ durrh die folgenden Gleichungen zusammen- 

j hängen : 

i (12.) t=-JSAi^^,, ^^=2:a„ti (',« = 1,2,..,-). 

I Hieraus ergiebt sich also, dass eine Form w dann und nur dann von der 

I ersten Gattung ist, wenn z = Pw sich so auf die Form: 

Pw = P:süXi 

bringen lässt, dass die Coefficienten Uf ganze Formen von (x^^ x^ sind. 
Die Lösung der in diesem Abschnitt gestellten Aufgabe kaim hiernach in 
dem folgenden Fundamentalsatze ausgesprochen werden: 

Alle Formen erster Gattung und nur sie lassen sich homogen und 
linear durch die n homogenen Functionen 

mit ganzen Formen von (x,,a?.j) als Coefficienten darstellen; jene 
n Functionen bilden also ftlr die Formen erster Gattung ein Funda- 
mentalsvstem. 
Für eine gleich zu gebende Anwendung ist es von Wichtigkeit, die 
l)iniensionen 

der n Formen ui, ^> •••? b^, zu bestimmen. Dies geschieht leicht mittels 
der folgenden Ueberlegung: Es seien 

^ = "ibiH f-w„u,,, 

zwei Formen, deren Coefficienten die beiden Fundamentalsysteme tllr die 
ganzen Formen und ttlr die Formen erster Gattung sind. Mit Hülfe der 
Gleichungen ^^12.^ kann man deren TroJuct folgendermassen schreiben: 



■.c •.«.! 



berechnet man also die Form Sjar], 5>o ergiebt sich: 

wo iT. wieder den Werth Eins oder Null hat, je nachdem die Indiees #, k 
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gleich oder verschieden sind. Es besteht also die wichtige Gleichung: 

(14.) S(WW) = UiUi + U2U2-\ hWn«». 

Es seien nun die Formen w und w beide von der nullten Dimension; dann 
sind die Coefficienten 

t^l, «2) • • M ^H und Hl, tl2, • • •) ^n 

homogene Formen von (a:,,X2), deren * Dimensionen beziehlich gleich 

-f^i, -.«^2, . . ., — /^n und -u[, -/i^, . • ., -I^'n 

sind, dann ist die linke und damit auch die rechte Seite der Gleichung 
(14.) eine rationale Form von der nullten Dimension. Ersetzt man also in 
dieser Gleichung (a?i,a?2) durch {txx^tx^^^ so bleibt ihre rechte Seite unge- 
ändert; es ergiebt sich somit 

;-(^,+^;)^-^4....+f-(f^»+^;)^^-^ = witii+-+«««i«, 

und diese Bedingung ist fttr unbestimmte ii, und »< dann und nur dann er- 
füllt, wenn allgemein 






ist. 



Sind also die Elemente eines absoluten Fundamentalsystems 
beziehlich von den Dimensionen 

so sind die Dimensionen der entsprechenden Elemente des Funda- 
mentalsystems für die Formen erster Gattung beziehlich 



IX. 

Die algebraischen Integrale, insbesondere die Integrale erster Gattung. 

Eine wichtige Anwendung der hier gefundenen Resultate bildet die 
Untersuchung der algebraischen DiflFerentiale und Integrale. Es sei: 

(1.) fit,, x) = 

die in (1.) des zweiten Abschnittes betrachtete algebraische Gleichung 
zwischen y und x. Betrachtet man nun ein beliebiges algebraisches Integral 



(2.) J = J(p{x,y)dx, 
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und macht man dasselbe wieder durch die oben angegebenen Snbstitationen : 

homogen, so geht es fiber in 

(4.) J= /*«/>(x.,x„^).*'^''-^''^', 

WO y(xi,X2,»j) eine homogene algebraische Form der nullten Dimension 
ist; setzt man nun zur Abkürzung 

(5.) *(xm^.,./)= ^^^^., 



^i 



so kann das betrachtete Integral folgendermassen geschrieben werden: 

(6.) ^ ^ (xi , Xi 5 Tj) . (xo dxi — Xi djTj), 

wenn *(xi,X2, ry) eine algebraische Form der (— 2)ten Dimension bedeutet 
Wir wollen jetzt die Integrale (6.) unter der allgemeineren Vor- 
aussetzung betrachten, dass ^ eine homogene Form von beliebiger Dimen- 
sion ist, und speciell untersuchen, wie diet^e beschaffen sein muss, damit 
J für jeden Werth von x endlich und stetig ist. Ist dies der Fall, so nennt 
man J ein Integral erster Gattung. Hierzu ist bekanntlich nothwendig und 
hinreichend, dass für jeden Werth von x 

(7.) dJ = 4^(Xidxi—Xidxy) 

unendlich klein ist. 

Das Differential dJ lässt sich nun leicht so umformen, dass die an- 
gegebene nothwendige und hinreichende Bedingung in algebraischer Form 
erscheint. Zu diesem Zwecke betrachte man zwei beliebige ganze ratio- 
nale Formen ohne gleiche Factoren: 

P (x, , X..) und Q (xi , X >) , 



deren Dimensionen beziehlich gleich 



r? und X 
sein mögen: sind dann 

P,, P, und Q,, Q, 

ihre partiellen Ableitungen nach x, und x.., so ergeben sich aus den be- 
kannten Sätzen über homogene Formen die Gleichungen: 

' '" i P,dxy-rPJx, = dP, Q.dx. + Q.dx, = dQ. 



l.. 
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Mit Hülfe der hieraus abgeleiteten Gleichung: 

X2ax^-x,axi - p^q^^^q^p^ 
lässt sich also der Ausdruck (7.) folgendermassen schreiben: 

(90 .. = *-^^^^- 

Es sei nun: 

(10.) Q = ti,a:i+ 1*2X2, 

wo fii, Ui unbestimmte, aber endliche Grössen bedeuten, dann geht der 
Nenner des Ausdrucks (9.) über in: 

P1U2-P2U1; 

da nun die Ableitungen P^ und P2 keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
weil die Form P ohne gleiche Factoren vorausgesetzt wurde, so ist dieser 
Nenner bei der über Hj und tij gemachten Voraussetzung für einen jeden 
Werth von x endlich und von Null verschieden, d. h. fllr jeden Werth von 
X können diese beiden Grössen als endliche Zahlen so bestimmt werden, 
dass jener Nenner endlich und von Null verschieden ist. Die oben ange- 
gebene Bedingung fUr J reducirt sich dann also darauf, dass das Product: 

(11.) ^{QdP-nPdQ) = (^.dP)Q-(^.P).ndQ 

unendlich klein ist, wenn P(a:i , a^a) eine beliebige ganze Form ohne gleiche 
Factoren bedeutet. 

Wir wollen den Ausdruck (11.) nun in der Umgebung einer der 
Nullstellen von P{x^^x-^ betrachten. Dann lässt sich P für kleine Werthe 
von l bekanntlich folgendermassen entwickeln: 

p = em\ 

und demnach 

dP 

dt 

wo ^(0 und ^x(t) Potenzreihen von t sind, welche für kleine Werthe von 
/ convergiren, und wo i eine positive ganze Zahl bedeutet. Da nun Q 

und Q' = -^ für / = beide nicht verschwinden, so beginnt die Entwick- 
lung der beiden Terme auf der rechten Seite von (11.) mit verschiedenen 
Potenzen von t; der angegebenen Bedingung kann somit dann und nur dann 
genügt werden, wenn: 

P* und P'^ 



P' = ^r-t''"%(0. 
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beide für / = endliche Werthe besitzen. Beachtet man nun , dass der 
Quotient dieser beiden Formen: 

für / = verschwindet, ohne dass eine Ton ihnen unendlich gross ist, so 
ergiebt sich, dass der Zähler verschwinden mnss. 

Jener Bedingung wird hiernach dann und nur dann genügt, wenn 

die algebraische Form P^ für jede Nullstelle von P verschwindet, wenn 

I 

also P^ mindestens durch P * theilbar ist. Da dasselbe nun für jede ganze 
rationale Form P der Fall sein muss, so ergiebt sich: 
Das algebraische Integral 

/ ^ (Xidxi — a?, dXi) 

ist dann und nur dann von der ersten Gattung, wenn die alge- 
braische Form * eine Form der ersten Gattung ist, d. h. wenn 
sich ^ in der Form 

mit ganzen Formen von (x,,^,) als Coefticienten darstellen lässt. 
Mit Hülfe der Gleichung (5.) ergiebt sich hieniach ttlr (p die fol- 
gende Darstellung: 

(12.) (f = xl(uXl+-' + ÜXn)y 

und zwar ist die Form (pQci^XijTj) dann und nur dann eine rationale Func- 
tion von X und y, d. h. eine algebraische Function von t, wenn ihre Di- 
mension gleich Null ist Berücksichtigt man nun, dass die Formen Cj, .... ^, 
beziehlich von den Dimensionen — Mj, ..., —/i, sind, so folgt, dass man 
alle Integrale erster Gattung und nur sie erhält, wenn man in dem Aus- 
druck (12.) von (f für die Coefficienten 

ganze Formen von {xi.Xi) setzt, deren Coefficienten beliebige Constanten 
und deren Dimensionen beziehlich gleich 

sind. Diesen Bedingungen kann nur dann durch nichtvcrschwindende 
Formen w, genügt werden, wenn die entsprechende Dimension .«,^2 ist, 
und dann enthält die Form w^ genau Ui—l Terrae. Dieses letzte Resultat 
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gilt auch dann noch, wenn etwa .t*< = l sein sollte, d. h. es gilt nur nicht 
für /Lt^y welches gleich Null ist. 

Jeder Integrand erster Gattung kann hiernach als homogene lineare 
Function der Formen: 

mit Constanten Coefficienten dargestellt werden. Setzt man also die n ra- 
tionalen Functionen von x und y 

(13.) X2*ti = (PiQ^fü) (t=l, ...,n)j 

so bilden die rationalen Functionen 

(13^) x^* y,.(a?^ y) (?,. = 0. 1, . . ., /u .-2) 

ein vollständiges System linear unabhängiger Integranden erster Gattung. Die 
Anzahl derselben ist also: 

(14.) üV/^-1) = i^.-(«-i) = iV~(«-l) = p, 

1=1 »t=sl 

d. h. sie ist genau gleich dem Geschlechte der betrachteten Curve. 

In der hier gegebenen Form ist dieser Fundamentalsatz der Theorie der 
algebraischen Integrale von den Herren Dedekind und Weber im § 26 ihrer 
wichtigen Abhandlung „Theorie der algebraischen Functionen einer Veränder- 
lichen^^ (dieses Journal Band 92) in voller Allgemeinheit ausgesprochen und 
die Nothwendigkeit der Existenz von p linear unabhängigen Integralen erster 
Gattung durch geistvolle Betrachtungen bewiesen worden, welche auf einer 
Ausdehnung der /ftimnierschen Theorie der idealen Zahlen auf algebraische 
Functionen einer Variablen beruhen. Jedoch wird in dieser Arbeit einzig 
und allein die Existenz jener Integranden dargethan; zur wirklichen Dar- 
stellung derselben wäre nämlich nach jener Theorie einmal diB Auffindung 
eii^er sogenannten Basis des betrachteten Körpers, dann aber die Darstel- 
lung einer Normalbasis unbedingt erforderlich; bei diesen beiden Aufgaben 
wird aber nur die Nothwendigkeit der Existenz einer Lösung bewiesen, aber 
kein zu ihr führender Weg angegeben, so dass mit Hülfe jener Untersuchun- 
gen in keinem Falle die Bestimmung des Geschlechtes wirklich gegeben 
und die Integranden erster Gattung gefunden werden können. Ausserdem 
ergiebt sich aus jener Untersuchung nicht, wie die Coefficienten jener p In- 
tegrale erster Gattung beschaffen sind, ob sie z. B. Wurzeln algebraischer 
Gleichungen, oder transcendente Grössen sind. Die Beantwortung dieser 
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Frage ist aber sehr wesentlich filr die ganze Theorie, und sie muss des- 
halb nothwendig gestellt und in möglichst einfacher Weise gelöst werden, 
weil offenbar auch unendlich viele Systeme unabhängiger Integrale erster 
Gattung existiren, deren Coefficienten beliebige transcendente Functionen der 
Gleichungscoefficienten sind. 

Durch die vorliegenden Untersuchungen werden nun diese beiden 
Aufgaben allein durch die Auflösung linearer Gleichungen, und zwar in einer 
Weise gelöst, welche sehr einfach auf specielle Probleme angewandt werden 
kann, wie in der nächsten Arbeit bei der Untersuchung einiger grossen 
Klassen algebraischer Curven dargelegt werden wird. Hierbei ergiebt sich, 
und ich glaube auf dieses Resultat besonderes Gewicht legen zu dürfen, 
dass man stets ein vollständiges System von linear unabhängigen Integran- 
den erster Gattung finden kann, deren Coefficienten aus denjenigen der ur- 
sprünglichen Gleichung f{xj y) = rational zusammengesetzt sind; sind also 
z. B. die Coefficienten jener Gleichung ganze Zahlen, so sind die p Func- 
tionen (13^) rationale Functionen von x und y mit ganzzahligen Coefficienten. 

Ich möchte gleich an dieser Stelle erwähnen, dass man die hier ge- 
fundenen, sowie die auf die Zerlegung der Formen in ihre Primfactoren 
bezüglichen Resultate mit grosser Einfachheit aus der Theorie der bilinea- 
ren und der mit ihnen zusammenhängenden höheren homogenen Formen 
ableiten kann, und dass auch diese Art der Behandlung sowohl auf Zahlen- 
gleichungen, als auch auf Gleichungen mit beliebig vielen unabhängigen 
Variablen anwendbar bleibt. Ich werde dieses in einer demnächst erschei- 
nenden Arbeit auszuführen versuchen. 



•j 
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Zur Theorie der elliptischen Functionen. 



Fortsei zung aus Band 108 Seite 25G. 
(Von Herrn Paul Günther,) 



V. 

In No. II meiner Notiz (dieses Journal Bd. 108 S. 256 flf.) habe ich 
gezeigt, wie man die zwischen zwei elliptischen Functionen (mit denselben 
Perioden) 

(1.) X = (p(u), y = yj(u) 

bestehende algebraische Gleichung bilden kann; sind y(ti) und y^(u) durch 
die HermiteBchQ Formel ausgedrückt: 



(P.) 



,=iit=o rfw* a(ii— o.) ^ 



l:-l 



SO kann man sie sofort in die Form 



(V.) 



L(pu) 
y " LQpu) 



setzen, wo die fi^ Qi und L ganze rationale Functionen von fu bedeuten. 
Die Gleichungen (1\) liefern bei unmittelbarer Elimination von pu^ <pu 
eine Gleichung zwischen x und y, die von zu hohem Grade ist, deren 
fremde Theiler sich aber bestimmen lassen.- Dabei zeigt sich, dass die 
Coefficienten der Gleichung f{x^ y) = dem Rationalitätsbereich 

(xo, jo, ^rt, ßrt, ~^7 , ^a., ^'a„- f = 1, ... «,• & = 0, ... /^.i) 

angehören. 

Man kann nun (vergl. Clebsch^ dieses Journal Bd. 64, S. 219 ff.) für 
u eine lineare Function v = u—a derart einführen, dass, wenn man x und 

6* 
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g durch ^r, p'r ansdrtickt und letztere Gröä^eu eliminirt, sieh unmittelbar 
die Gleichung ff^x, y) = ohne fremde Theiler ergiebt. Um diese neue 
Darstellung von x und y zu erhalten, reicht es offenbar nicht aus, die Aus- 
drücke von ^u, p'u durch pt, ^'v in (V.) einzusetzen; man kann aber 
durch folgendes Verfahren leicht zum Ziele gelangen. 

Es sei m der Grad der beiden elliptischen Functionen x, y, d. h. 

SO werden für diese Functionen auch Ausdrücke von der Form 



m 



(2.) x = c..-^'- , jf = a *=' 



no\u-aO no''(.u-ad 

existiren, wo C,, C, Constanten bedeuten und 

m m t 

(3.) 2:bj, = 2:cj, = üliOi = m.a 

111 

ist. Fuhren wir dann mit Clebsch 

v^u—a, a^^^Qi—a^ ß^^bi—a, y^ = Ci—a 

ein, so wird 



m 



no(t>-ßk) no(v-rk) 

(2-.) x=Cr-^' , y = Cr-^' 



J7tf''(r-«0 no^t—ai) 

i=\ t=i 

(zßk = ZYk = kk^i = o). 

^ l 1 1 ^ 

Sind nun p,, ... p« beliebige (nur von Null verschiedene) Grössen, deren 
Summe gleich ist, so stellt 

m 

(4.) *(«) = ^-•-^;.;r- 

eine elliptische Function mtep Grades von u dar, die nur an der Stelle 
fi = unendlich wird; eine solche lässt sich aber immer in der Form 

(4^) *(fi) = C,+ C,pu + C,p'n+C,p''u+'"+C^^^p^-'''u 

darstellen, wo C,j, ... C„_i Constanten bedeuten. Dieselben müssen bis auf 
einen willkürlichen Factor durch die Grössen pi , ... p„, bestimmt sein, wie 
es a priori einleuchtend ist ; wir wollen indessen dies auch direct in Evidenz 
setzen, um ein Ergebuiss dieser Untersuchung weiter unten zu benutzen. 
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Es seien die /i ersten Grössen p,. etwa gleich «i, die I2 nächsten 
gleich «2, . . ., die /, letzten gleich «„ wo tii, ... ti, alle von einander ver- 
schieden sind und ^/, = m ist. Dann sind C,„ . . . C^_i zu bestimmen aus 

1 

dem Gleichungssystem 

(5.) . *<*>(«o = o C:;;:;:r>. 

Die Determinante dieses Gleichungssystems wird erhalten, indem man, von 
der Determinante 

(wo t?! , ... r^ Unbestimmte bedeuten) ausgehend, den Ausdruck 
l!2!...(/,-l)!l!2!...(t-l)!...lim, ^ ^ .(ii.t^,...^.y.^2..0 ^. 

(für 1^2 = Wi, t?3 = lli, ... t?/, = tli, . . . r/,+2 = tt2, «?/,+3=«2, . . .) 

bildet. 

Nun ist aber (vergl. Hermite, dieses Journal Bd, 82, S. 346, und 
Schwans j Formelsammlung, S. 17) 

^-(<?i, ...O = l!2!...(m— 1)! — ^ (A>-^;i,A«=i, ...»/»); 

es wird also die fragliche Determinante bis auf einen Zahlenfactor gege- 
ben durch 



o(j;iiuXn[o(ux-u^)]''''f 

1 X,fj 



(i>A*» ^ Z' = ''••• «). 






Hieraus folgt also, dass diese Determinante jedenfalls nicht verschwindet, 
wenn^/,«i, + ist (dies werden wir später zu benutzen haben); dagegen 

ist die Determinante gleich 0, wenn ^/ifi< = Oist. In letzterem Falle über- 
zeugt man sich übrigens, dass nicht alle Unterdeterminanten (m— l)ten Gra- 
des verschwinden; man braucht hierzu nur von ^m-i(<'u ... «?m-i)j welches 
ja eine solche Unterdeterminante von z/« (t?i , . . . «„,) ist, auszugehen und ähn- 
lich wie oben zu verfahren. 
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Damit ist gezeigt, dass die Grössen C^ in (4^) in der That bis auf 
einen willkürlichen Factor durch die pi, ... q„^ bestimmbar sind. 

Dies vorausgesetzt, können wir die Gleichungen (2^) ersetzen durch 

•wo *o, *i, *2 die Form (4^) haben. Dabei sind die Coefficienten in 
tf>„(i>) bis auf einen ihnen allen gemeinsamen willkürlichen Factor sofort 
bestimmt durch die Gleichungen 

sie ergeben sich als rationale Functionen der Grössen ^a„ p'a^ (i= 1, ...«), 
pa, p'a. 

Um die Coefficienten in ^i und ^2 zu bestimmen, beachte man, dass 
die Werthe, welche a?, y und ihre (/*—!) ersten Ableitungen für fi = — Oa 
annehmen (A = 1, ... $), sich vermöge der Gleichungen 

a2ak ' aüH "^2 ^'^^ ^ 

rational durch die Grössen a?,,, y»? -^a, ^1*^ — -y P^^i, p'(^i ausdrücken. Für 

die Coefficienten in ^1 und ^2 ergeben sich daher zwei Systeme linearer 
nicht homogener Gleichungen 

<p.(»)(_a,-a) = S,, ^'-''■■■' ^' 

deren Determinanten nach einer obigen Bemerkung nicht verschwinden 
(denn wir können immer voraussetzen, dass a ni^ht gleich Null ist); /?^. 
und Su gehören dabei dem zuletzt angegebenen, nur durch die Grössen pa 
und p'a zu erweiternden Rationalitätsbereich an. Letzteres gilt also auch 
von den Coefficienten in *i, ^2; diese enthalten übrigens alle den in ^„ 
auftretenden unbestimmten Factor, der sich daher in x und y heraushebt. 

Damit ist nun die Darstellung (2^) algebraisch bestimmt ; wir können 
dieselbe offenbar in die Form 



(6.) 
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setzen, wo F„, G,,, Ä„ ganze rationale Functionen vom Grade [— .y— J' 
Fl, Gl, H^ solche vom Grade [^J bedeuten; in dieser Form entspricht sie 

der von Clebsch a. a. 0. gegebenen. 

Wir bemerken noch Folgendes: Wenn man, von einer gegebenen 
Gleichung vom Range 1 

(7.) f(x, y) = 

ausgehend, die Clebsch^che Parameterdarstellung (6.) herleiten will, so darf 
man stets voraussetzen, dass x und y als elliptische Functionen von u oder 
t? nur einfache Unendlichkeitsstellen besitzen. Sei nämlich a? = a?i ein Werth, 
welchem vermöge der Gleichung (7.) lauter endliche und von einander 
verschiedene Werthe y, also auch lauter ungleiche Werthe u, entsprechen, 
so setze man 

^ ^ ^ y 

dann haben ^ und rj^ zwischen denen ja eine Gleichung 

F(?, ^) = 

besteht, nur einfache Unendlichkeitsstellen; wenn dann die Clebschsche 
Parameterdarstellung für S und ri gefunden ist, so ist auch die fUr x und y 
gegeben. 

VI. 

Von dem Vorhergehenden wollen wir noch einige sehr einfache An- 
wendungen machen auf die Theorie der durch ein solches Gleichungssystem 
X = q)(ti)^ y = \fj(u) bestimmten algebraischen Gleichungen oder, geometrisch 
gesprochen, der sogenannten y^ebenen elliptischen Curven'^. Dabei setzen wir 
voraus, dass (p und tp nur einfache Unendlichkeitsstellen besitzen. 

Ein Doppelpunkt der Curve ist dadurch bestimmt, dass es ein Werthe- 
paar (w^ w') giebt, fUr welches 

(1.) (p(fv) = (p(w'), v/(fr) = rp(w') 

ist. Die Clebsch^che Parameterdarstellung liefert in einfacher Weise alge- 
braische Gleichungen für die entsprechenden Werthe von fpWy p'w^ pw\ 
p'w' und zeigt zugleich die Existenz von ^w(ot — 3) Doppelpunkten (vergl. 
Clebsch^ a. a. 0. S. 224). Hierbei ist aber noch Folgendes zu beachten. 
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Es kann ja der Fall eintreten, dass die durch die Gleichungen 

gegebene Curve mfer Ordnung vom Range ist; dann aber giebt es einen 
Theiler r von m, sodass identisch 

f(^y y) = 9(^y yJ 
ist, wo g wieder eine ganze rationale Function bedeutet (vergl. No. III); 

die Curve degenerirt also in diesem Falle in eine r-fach zu zählende Curve 
von der Ordnung — Dann ist aber jeder Punkt der Curve als ein Doppel- 
oder mehrfacher Punkt anzusehen, und es müssen daher die zur Bestimmung 
der Doppelpunkte dienenden Gleichungen die Eigenschaft haben, filr jeden 
Werth fü eine Lösung tr' zuzulassen. Ich begnüge mich, dies an dem 
Beispiel der Curven dritter Ordnung zu veranschaulichen. 

Für diese lautet die Cfe6«cÄsche Parameterdarstellung 



Der Fall des Ranges kann hier nur eintreten, wenn die Curve in eine 
dreifache Gerade ausartet; die Bedingung dafür ist, dass sich drei nicht 
sämmtlich verschwindende Grössen >to, ii, I2 finden lassen, für welche 
identisch 

ist, d. h. 

(3.) [a^l = (.;i: = u, 1,2). 

Wenn nun [aj^l + ist, so haben die Gleichungen 

(4.) a^+aapv)+aap'fü = g(oÄj+Oai^tt^' + a»2^'«?') (*=•», 12) 

nur die Lösung 

g = 1, tc = w'y 

d. h. es existirt kein Doppelpunkt (wie es ja sein muss); während für 

|a,jt| = die Gleichungen (4.) für jeden Werth ir einen von tr verschiedenen 

Werth ir' liefern. — Ich bemerke noch beiläufig, dass die Bedingung (3.), 

wenn die Curve dritter Ordnung durch die Gleichungen 

(X = Xn-\~ £ Ai — y V- , 11 
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gegeben ist, durch 



(3".) 



1 


1 


1 


^. 


A, 


A, 


ß. 


B, 


B, 



- 



zu ersetzen ist. — 

Der Doppelpunkt (w^ w') geht bekanntlich in einen Rückkehrpunkt 
Über, wenn w' gegen w convergirt; die Parameter w der Rtickkehrpunkte 
sind hiernach die gemeinsamen Lösungen der Gleichungen 

(Vergl. auch 0. Schlesinger, Math. Ann. Bd. 33, S. 466.) Um diese Lösun- 
gen zu finden, leite man nach No. II oder Gleichung (6.), No. V, die 
zwischen pw einerseits und (p'(u>)y bezw. yy(w) andererseits bestehenden al- 
gebraischen Gleichungen 

T,(pw).tp'\w) + T,(pw).ip'(w)+T,(pw) = 

her; ist dann R(pw) der grösste gemeinsame Theiler von Sj, T^, so müssen 

die Werthe von pw an den RUckkehrpunkten unter den Wurzeln der 

Gleichung 

ß = 

enthalten sein. Für die zugehörigen Werthe von p'w ergeben sich, je- 
nachdem man die erste oder die zweite der Gleichungen (5.) nimmt, zwei 
verschiedene Ausdrücke 

p'w=:Ri(pw), p'u)=^R2(pw) 

(ßi, R2 rationale Functionen); und es liefern nun nur diejenigen Wurzeln 
der Gleichungen fi = Rückkehrpunkte, flir welche R^ = R2 ist. Wir be- 
zeichnen die Parameter der Rückkehrpunkte mit t?i, ... «p. 
Die Gleichung der Curee in Liniencoordinaten 

F(x, y) = 

ist durch ihre Parameterdarstellung 



« ^ = -W' ''=-W' 



wo 

D(u) = ^(u)y^Xu)-ip\u)xp(u\ 

gegeben (Hermite, a. a. 0. S. 345; 0. Schlesinger , a. a. 0. S. 467). Hier 
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wird D(u) nur unendlich an den Stellen a,, und zwar von der zweiten 
Ordnung, ebenso <f''(u) und ip'(u); ferner haben diese drei Functionen die 
gemeinsamen Nullstellen «i, ... t?^. Daher sind X, Y elliptische Func- 
tionen vom Grade 2fw— p, und diese Zahl giebt also die Klasse der Curve an. 
Die Wendepunkte werden geliefert durch 

für sie ist also 

(7.) W(u) = <p'(u)r(u)-<p"(u)^>'(u) = 0. 

Die Function W(u) wird nur an den Stellen o, unendlich, und zwar von der 

dritten Ordnung; sie hat also Sm Nullstellen. Aber W(u) und — 5~ ver- 
schwinden für fi = t?,, ... t?^,- es bleiben also nur 3m — 2p Wendepunkte, deren 
algebraische Bestimmung nach dem Obigen leicht ausgeführt werden kann. 
Für die Curven dritter Ordnung lautet die Wendepunktsgleichung, 
wenn wir die Darstellung (2^) zu Grunde legen: 



> 1 



1 

3 



= 



2:A,p\u-a:) 2:B,p'(u-a.) 



oder 



3 

1 



iß* 

1 



2:f(«-o.) 2:A,p(u-a.) 2:B,p(u-a;) 
£pXu~a.) J^,j3'("-o.) i:B,p'(u-a;) 

I 1 1 1 : 1 1 1 

I I 

= 1/1, A; Ayr p^u-a,) p{u-a^ p(u-a^) 
B, B, Bj\ ^^Xu-a,) fpXu-a.,) p'iu-a^) 
(Hermite, a. a. 0. S. 346). 



= 
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lieber die Bewegung eines festen Körpers in einer 

Flüssigkeit. 



(Von Herrn Fritz Kotier.) 



§1. 

Die Differentialgleichungen des Problems. 

Uie Lage eines festen Körpers im Räume ist völlig bestimmt durch 
die Lage eines mit ihm fest verbundenen rechtwinkligen Coordinatensystems 
zu einem eben solchen im Räume festen System, d. h. durch die Coordi- 
naten ^, ri, X> für den Anfangspunkt des ersteren in dem zweiten, und 
durch die neun Richtungscosinus der drei im Körper festen Axen, welche 
wir als X-, F-, Z-Axe bezeichnen, zu den drei im Räume festen Axen, welche 
Z'f //-, Z-Axe heissen sollen. Ein Bewegungszustand des Körpers ist be- 
stimmt durch die drei Geschwindigkeitscomponenten des Punktes nach 
den drei im Körper festen Axen und die drei Componenten der Rotations- 
geschwindigkeit des Körpers, genommen nach denselben Axen. Wir nennen 
die letztgenannten sechs Grössen ti, v^ w, p^ q, r; die Bezeichnung der 
Richtungscosinus wird aus der folgenden Tabelle hervorgehen: 

X Y Z 

mm 

Ji «1, «2? ^3» 

// ßn ß2, A, 

Z /n ^2, Y^' 

Zwischen den 18 bezeichneten Grössen bestehen zwölf allgemein gültige 
Differentialgleichungen : 






(P.) 



dt 
da 



dt 
da 



^a^r—a^p, (1^) 



dt 



r = «2p-«i5^> 



^-ß^g-ß^r, 






^ = /?.r-^3P, (V.) 
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(2^ 



V 



l dÜ . , 

dl 

dt ^ «ri-«'/2+«'y3. 

Hierzu kommen sechs weitere Gleichungen, welche die auf den Körper wir- 
kenden Compouentensummen und Drehungsmomente in Bezug auf die im 
Körper festen Axen durch die Grössen m, r, tr, p, g, r und deren Ablei- 
tungen nach / ausdrucken. 

Bewegt sich der Körper in einer Flüssigkeit, so setzen sich die Com- 
pouentensummen und Drehungsmomente aus zwei Theilen zusammen, näm- 
lich einem von den gegebenen äusseren Kräften herrührenden Theiie und 
einem anderen, welcher den von der Flüssigkeit ausgeübten und durch deren 
Bewegungszustand bedingten Druckkräften entstammt. Demgemäss zerfällt 
das Problem der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit in 
zwei Theiie, von denen der erste in der Ableitung der Bewegung der flüssi- 
gen Masse aus einem gegebenen Anfangszustand ftlr die allgemeinste Be- 
wegung des festen Körpers besteht, während der andere aus den so ge- 
wonnenen Gleichungen die 18 Bestimmungsstücke als Functionen der Zeit 
abzuleiten hätte. 

Haben wir es mit einer ineompressiblen, reibungslosen Flüssigkeit zu 
thun, deren Gebiet einfach zusammenhängend ist und sich nach allen Sei- 
ten ins Unendliche erstreckt, ist ferner der Anfang^zustand wirbelfrei und 
ruht die Flüssigkeit im Unendlichen, besitzen endlich die auf die Flüssig- 
keit wirkenden äusseren Kräfte ein Potential, so lässt sich die allgemeine 
Form der noch fehlenden Differentialgleichungen flir die Bewegung des 
Körpers angeben, ohne dass der eigentlich hydrodynamische Theil des Pro- 
blems gelöst wäre. Es ist dies um so wesentlicher, als bisher der letztere 
selbst unter den eben erwähnten erleichternden Voraussetzungen im Gmude 
nur liir das Ellipsoid erledigt ist. 

Macht man die oben aufgeführten Annahmen, so sind die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit eines flüssigen Theilchens mit den Coordinaten 
X, y, « nach den Axen A', Y. Z die Ableitungen des Geschwindigkeits- 
potentials (f nach X, y, «. Dieses Potential genügt der partiellen Differential- 
gleichung : 
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verschwindet im Unendlichen und hat eine Grenzbedingung zu erfüllen, welche 
ausdrückt, dass ein an der Oberfläche des festen Körpers befindliches Flüssig- 
keitstheilchen sich von derselben nicht entfernt; dieselbe lautet: 

—?- =z= (u+yr—zq)cosnx+(f) + zp—xr)co^nyi-(w+xq-'yp)co%nz. 

Man sieht ohne weiteres, dass sich die Bestimmung von (p auf sechs 
Specialfälle zurückfuhren lässt. Hat man nämlich die sechs speciellen 
Functionen bestimmt, welche an der Oberfläche des Köi-pers den Bedin- 
gungen : 

öT" " co8(i2x), J^*- = z cos(»y)-y cos (na), 
- ?2 -3 cQg ^f^ y^^ Jfi_ -_ j, (>Qg ^^ 2^ _ 2 cos (n x), 

Ö^n ^ *'^®^'* ^^' "^n ^ y C0s(iia:)-a:C08(iiy) 

genügen, so erhält man </> durch die Gleichung: 

Das heisst aber nichts anderes, als dass die Componenten der Geschwin- 
digkeit irgend eines Flüssigkeitstheilchens ganze homogene lineare Func- 
tionen von f/, c, Wy Pj q, r sind, deren Coefficienten in einer lediglich durch 
die Gestalt des Körpers bedingten Weise ausschliesslich von den Coordi- 
naten x, y^ z abhängen. Daher muss die lebendige Kraft der flüssigen 
Masse eine ganze homogene quadratische P^mction der sechs Grössen 
w, Vy w, py 9, r sein, deren Coefficienten constante, nur von der Gestalt 
des festen Körpers abhängige Grössen sind. In Folge dieses Umstandes ist 
man einer besonderen Berechnung der von der Flüssigkeit auf den Körper 
ausgeübten Druckkräfte überhoben und kann nach G, Kirchhoff^*) Vorgang 
zur Ermittelung der Differentialgleichung für die Bewegung des Körpers 
Hamiltons Princip genau wie bei der Bewegung im leeren Raum anwenden **). 
Ist T die ganze homogene quadratische Function von u, r, ir, /?, 9, r, 
welche die lebendige Kraft des ganzen Systems darstellt, sind X, Y, Z 
die Componentensummen, M^, My, M, die Drehungsmomente aller wirken- 



♦) Dieses Journal Bd. 71, S. 237—262. 

*) Vergl. C Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. Leipzig 1883. 
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(3.) 



den äusseren Kräfte, so erhält man aaf dem bezeichneten Wege die fol- 
genden Differentialgleichungen : 



d fdTs 



dT 



dl^duJ ^ die 



dT 
du 



—r 



(f)- 



dl V(9o 



oT 

dT 



dw 



-\-x, 



d /dT\ dT dT , „ 

-di^^J^P-di^-'f-d^i:^^' 



d /'dT\ 



dT 



dT 



dT 



dT 



di^~dj)-'J~dF~^^'^*'^i^~^ dv 



+if.. 



,y d (dT\ dT dT , dT dT ^„ 



dq 
d /'dT\ 



dp 

dT 



di\dr )~P dq ^ dp '"de "du 



dT , dT 

+ « -5 f> 



dm 
dT 



+ M,. 



Die mecbaniscbe Bedeutung der Grössen 



§ 2. 

cT bT cT cT cT cT 
Ott cv ow cp cq Cr 



und die allgemeinen Inte- 



grale für den Fall, dass keine Kräfte wirken. 

Befindet sich der Körper znr Zeit /„ in Ruhe, so folgen ans den 
Differentialgleichnngen unmittelbar folgende Gleichungen: 






dT 



dT dT 



dT _ rW dT^_ 

dp '^ J ^ dr dq ^^ dw '^ do 



)dt+fM^dt, etc. 



Je kleiner nun das Zeitintervall von A, bis / wird, ohne dass die Grössen 
fXdl^ r M^dl ihre Werthe ändern, desto weniger werden die ersten Inte- 

grale auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichungen gegen die zweiten 
in Betracht kommen. Daraus folgt, dass die Grössen 



(4.) 



Xy = 



dT 

~dü 



Xy = 



dT 

dv 



Xx = 



dw 



dT _ ^ — ^ 



dp ' 



dq ' 



die Componentensummen und Drehungsmomente desjenigen impulsiven Kjaft- 
Systems sind, welches den durch u, v, w, p, q, r dargestellten Bewegungs- 
zustand hervorzurufen vermag. 

Nun kann man aber einen derartigen Impuls zerlegen in eine im- 
pulsive Einzelkraft und in ein impulsives Kräftepaar, dessen Ebene senk- 
recht zur Richtung der Einzelkraft liegt. Wirken keine äusseren Kräfte, 
so muss die eben bezeichnete Darstellung des Impulses ebenso wie die 
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lebendige Kraft des ganzen Systems unabhängig von der Zeit sein*). Wählen 
wir die Wirkungslinie der impulsiven Einzelkraft oder, falls die letztere 
gleich Null ist, irgend eine zur Ebene des Kräftepaares senkrechte Linie 
zur Z-Axe, so erhalten wir hieraus in dem bezeichneten Falle die folgenden 
Integralgleichungen 

dT dT ^ dT , 3r , dT . dT . 



(0.) 



dT ^ dT ^ dT r. dT , dT , dT . 

2T - L, 



wo J und Jj die Intensitäten der impulsiven Einzelkraft und des impulsiven 
Kräftepaares, L die doppelte lebendige Kraft bezeichnet. Nimmt man hier- 
zu die sechs allgemein gültigen Relationen zwischen den neun Richtungs- 
cosinus, so hat man im ganzen 13 Integrale der 18 in Frage stehenden 
Differentialgleichungen. 

Schon Kirchhoff hat hervorgehoben, dass die Bestimmung der 
Grössen f, t], X> und der neun Richtungscosinus nur noch Quadraturen er- 
fordert, sobald die sechs Grössen u, v, w, p, q, r als Functionen der Zeit 
ermittelt sind, oder anders gesprochen, sobald die sechs Gleichungen 



,Q„x d (dT\_ dJ[_ dT^ Af'^'L^^ ^L^ 
^^'^ dt^duJ'^^dw ^ do ' dt ^"dp y ^ dw P 



dT_ dT_^ dT^ 
dt ^ dp ^ '~ "^ die ^ do dw dv 

etc. integrirt sind. Da in diesen Gleichungen / selbst nicht vorkommt, so 
muss es offenbar fünf von t freie von einander unabhängige Integrale geben. 
Sind dieselben bekannt, so erhält man / durch eine blosse Quadratur. 
Clebsch hat darauf hingewiesen**), dass sich auf die fUnf Gleichungen, 
welche man durch Elimination von dt erhält, Jacobh Theorem vom letzten 
Multiplicator anwenden lässt, sodass man nur vier von / freie Integrale zu 
kennen braucht, um das fünfte durch eine blosse Quadratur zu finden. 

Drei Integrale der sechs in Frage stehenden Gleichungen (3^) erhält 
man ans (5.), indem man die Richtungscosinus eliminirt; sie lauten: 



•) Minkowski, Ueber die Bewegung eines festen Körpera in einer Flüssigkeit. Sitzungs- 
ber. der Berl. Akademie 1888, S. 1095—1110. 

') Mathematische Annalen, Bd. III, S. 238—262. 
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(6.) 



er dr_ st ar dT_ er _ , , 

du dp de dq dw Or ~ " 



2T = L. 

Man braucht also nur noch ein von / freies Integral aufzufinden, um das 
ganze Problem auf blosse Quadraturen zurückzuführen. 

§ 3. 

Ucl^er Fälle, in deiiou ein viertes von t freies Integral bisher aufgefunden ist. Forraulirung des im 

Folgenden behandelten Problems. 

Da man ein viertes allgemeines Integral bisher nicht ermittelt hat, 
so versuchte man, ein solches Integral wenigstens unter gewissen Annahmen 
über Gestalt und Massenvertheilung des festen Körpers abzuleiten. Diese 
Annahmen haben wesentlich den Zweck, den Ausdruck für die lebendige 
Kraft des Systems zu vereinfachen und so die Behandlung des Problems 
zu erleichtern. 

Besitzt z. B. der Körper sowohl in Bezug auf seine Gestalt als auch 
in Bezug auf die Massenvertheilung zwei Paare senkrecht auf einander 
stehender Symmetrieebenen mit gemeinsamer SchnittHnie, so kann man da- 
durch, dass man den Anfangspunkt passend auf der Symmetrieaxe wählt 
und dass man die Ä'-Axe mit der letzteren zusammenfallen lässt, der leben- 
digen Kraft die Form 

geben. In diesem schon von Kirchhoff* durchgeführten Falle wird 

dt "' 

und das vierte von / freie Integral lautet: 

p = Const. 

Der Verlauf der weiteren Rechnung führt auf elliptische Functionen. 

Dasselbe gilt von einem etwas allgemeineren durch Halphen*) in 
äusserst eleganter Weise erledigten Fall, nämlich dann, wenn der Körper in 
sich selbst übergeht, nachdem man ihn um einen rechten Winkel um eine Axe 

*) Traite dc8 l'onctions clliptiqucs et de Icurs applicatious. Tumo II, Paris 1888. 
Pag. 146—191. 
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gedreht hat; hier kann die lebendige Kraft auf die Form 

gebracht werden*), und das vierte Integral lautet: 

-^5— = Const. 

dp 

Selbstverständlich kann die Lösung des Problems auch dann erreicht 
werden, wenn die lebendige Kraft des ganzen Systems die Form hat, welche 
sie bei der Bewegung eines festen Körpers im leeren Raum besitzt Es 
ist dies der Fall, wenn die Gestalt des Körpers bei beliebiger Massenver- 
theilung bezüglich zweier sich schneidenden Axen den Charakter des von 
Kirchhoff behandelten Körpers besitzt. Denn in diesem Falle hat die leben- 
dige Kraft der flüssigen Masse, falls der geometrische Mittelpunkt zum 
Coordinatenanfangspunkt gewählt wird, die Form: 

d. h. diejenige einer mit dem gegebenen Körper fest verbundenen kugel- 
förmigen Masse, deren Schwerpunkt in den Mittelpunkt des Körpers fällt. 
Die lebendige Kraft des ganzen Systems ist also die eines festen Körpers, 
welcher sich aus der eben gekennzeichneten mitgeführten Masse und der 
gegebenen Masse zusammensetzt. Wählen wir den Schwerpunkt dieses 
Systems zum Anfangspunkt und die Hauptträgheitsaxen zu Axen des in dem 
Körper festen Coordinatensystems, so nimmt die lebendige Kraft die Form an: 

Das vierte algebraische Integral wird in diesem Falle 

(f )'+(f )'+(f y = const 

und ist also, wie die drei allgemeinen Integrale, eine constant gesetzte qua- 
dratische Function **). 

Clebsch hat allgemein die Frage untersucht, welche Form die leben- 
dige Kraft des ganzen Systems annehmen müsse, damit ein viertes Integral 
von der eben erwähnten Beschaffenheit existire. Er findet ausser dem von 
Halphen durchgeführten Fall als Antwort auf seine Frage den Ausdruck 

(7.) ^\Au' + Bv'^Cw'+Pp'+Qq'+Rr'\ 



*) Lamb'Reiff, Einleitung in die Hydrodynamik, S. 198 — 199. Froiburg 1884. 
♦*) Vergl. des Verfassers Abhandlung im Arch. f. Math. u. Phys. (2) IV, S. 157—167. 
Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 1. 8 
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mit der beschränkenden Nebenbedingung: 

W ''t4-T! + c|^-T!+«lT-Tl = ». 

welcher, abgesehen von dem /Ta/pÄenschen Falle, alle bisher aufgeführten 
speciellen Formen von T umschliesst. 

Wir finden das vierte Integral am einfachsten und machen das Pro- 
blem für die weitere Behandlung am geeignetsten, indem wir an Stelle der 
sechs Geschwindigkeitscomponenten die Componenten und Drehungsmomente 

des Impulses bezüglich der in dem Körper festen Axen einführen: 

_ dT ___ dT _ dT 

.^'""öiT' ^'-'~di~' ^^"~öi^' 

^ '^ \ _ dT dT dT 

^y^'^'di' y^^'di' y^~"er' 

Dann wird T eine ganze homogene quadratische Function der Grössen 
a?i, X2^ X3, yi, ^2? ^3? und die Componenten der Geschwindigkeit werden 



(9.) 



dT dT dT 



fl = -7^ , t? = -7C , tt? = 



dx^ ' dx^ ' öxj 

dT dT dT 



^ dy,^^ dy, ' 0^3 

Setzt man für den eben bezeichneten Fall 

1 _1 _1 ,_1 ,_1 ._! 

so wird 

(10.) T = \\a,x\+a,xl+a,xl+b,y\+b,yl+b,yl\, 

und die Gleichung (8.) geht über in: 

("•) '•■(i-i)+'"(i-i)+'^(:^-i) = »■ 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir nach Ausschluss der oben 
erwähnten, als völlig erledigt anzusehenden Specialfälle voraussetzen, dass 
die Grössen a,, 02, (I3 sämmtlich von einander verschieden sind. Denn 
wären zwei derselben, z. B. «2 und «3, einander gleich, so müssten wegen 
der eben angegebenen Beziehung entweder auch die entsprechenden Grössen 
b einander gleich sein, oder das dritte a mUsste denselben Werth haben 
wie die beiden anderen; in dem einen Falle hat also die lebendige Kraft 
dieselbe Form wie bei der Bewegung eines Rotationskörpers in einer 
Flüssigkeit, im anderen wie bei der Bewegung eines festen Körpers im 
leeren Räume. 
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Die Differentialgleichungen werden 



(12.) 



-^7" = b^yz^i-b,y,x,, -^'- = y3yi(*3-*i) + a?3^i(a3~öi), 
^- = biHiXi-bitiiX,, -^ = y 1^2 (61-62) +^1^^2(01-02). 



Multiplicirt man die links stehenden Gleichaugen der Reihe nach mit 

— 2 0203^1, — 2aiaiX2^ — 20102X3, 
die rechts stehenden mit 

2byayy^^ 26202^2, 26303^3, 
und addirt sie alsdann, so erhält man rechts 

2^1^2^3(610,(62— fe3)+62 «2(63- 6i) + 6303(6i— 62)), 

und dies reducirt sich wegen der zwischen den Constanten bestehenden 
Relation (11.) auf Null. 

Wir können also den drei allgemeinen Integralen 

I * xl+x'. + xl = r, 

(6^) \ x^Vi^-XiHi+x^y^ = JJi, 

loia:J+02X2 + 03xJ+6iyl-t 62^2+63^3 = L 
in unserem Falle das vierte Integral 

(6*.) -(0203ar?+030iX2+0i02xJ)+6i0,yH62O292+6303y^ = Li 

hinzufügen, welches nur in dem Falle 01 = 02 = 03 als Folge der drei an- 
deren angesehen werden kann. 

Schon Clebsch hat das vollständige Differential zweier Grössen auf- 
gestellt, durch dessen Integration man das fünfte von / freie Integral er- 
hält. Dagegen ist das Problem, die in Frage kommenden Grössen o^i, X2, x^^ 
tfi? tf2, Vi tind dann weiter die Richtungscosinus und die Coordinaten ^, ?/, X> 
des Punktes als explicite Functionen der Zeit darzustellen, nicht von 
ihm in Angriff genommen. Für den Fall J, = 0, d. h. wenn das impulsive 
Ejraftsystem sich auf eine impulsive Einzelkraft reducirt, ist diese Aufgabe 
durch Herrn H, Weber*) gelöst worden. Derselbe stellte sämmtliche Rich- 
tungscosinus und die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit sowohl 



*) Mathematische Annalen XIV, S. 143—206. 

8 
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bezüglich der beweglichen als der festen Axen als Quotienten von Theta- 
fanctionen von zwei Argumenten dar, welche selbst ganze lineare Func- 
tionen der Zeit sind, und zwar haben alle diese Grössen dieselbe Theta- 
function im Nenner, während im Zähler je eine der fünfzehn anderen Theta- 
functionen steht. Die beiden Coordinaten ?/, ^ unterscheiden sich von den 
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den beiden entsprechenden 
Axen nur durch einen constanten Factor, während die Coordinate § linear 
aus t und den beiden partiellen logarithmischen Ableitungen derjenigen 
d- Function zusammengesetzt ist, welche alle die genannten Ausdrücke im 
Nenner haben. 

Im Folgenden soll das in Frage stehende Umkehrproblem ohne die 
von Herrn Weber gemachte beschränkende Voraussetzung gelöst werden. 
Auch in dem allgemeineren Falle ergeben sich die Richtungscosinus, die 
Componenten der Rotationsgeschwindigkeit und des Impulses, sowie die 
Coordinaten ?/, t als Brüche mit gemeinschaftlichem Nenner, der sich aber 
hier aus zwei i9-Functionen linear zusammensetzt. Auch die Zähler setzen 
sich aus i?- Functionen zusammen. Aber nur bei den Componenten der 
Rotationsgeschwindigkeit nach den im Körper festen Axen, bei der nach 
der Axe des Impulses genommenen Componente der Rotationsgeschwindig- 
keit, bei den nach den beweglichen Axen genommenen Componenten und 
Drehungsmomenten des Impulses, sowie endlich bei den Richtungscosinus 
zwischen der Axe des Impulses und den mit dem Körper fest verbundenen 
Axen haben -die Thetafunctionen des Zählers dieselben Argumente wie die 
des Nenners. Die im Zähler der übrigen Grössen auftretenden Thetafunc- 
tionen sind mit Argumenten gebildet, die durch Addition und Subtraction 
aus den erst erwähnten Argumenten und einem gewissen Constantenpaar 
entstehen. In dem von Herrn Weber behandelten Special-Falle geht das 
fragliche Constantenpaar in ein Paar simultaner Halbperioden über. 

§4. 

Zurückführung des Problems auf den Specialfall 61 = 6^ = 63 = 1. 

Sechs Grössen, welche den vier Gleichungen (6a.) und (66.) genügen, 
werden sich als Functionen zweier neuen Grössen Wi und Uz darstellen lassen, 
die wegen der Differentialgleichungen für die fraglichen Grössen Functionen 
der Zeit mit zwei neuen willkürlichen Constanten sein werden. Die voll- 
ständigen Differentiale der als Functionen von u^ und «2 angesehenen 
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Grössen x«, y« genügen folgenden Gleichungen: 

a=.l,2,3 a=5l,2,3 

as1,2,3 Ua «=1,2.3 

Ein System von Grössen, welche diese Gleichungen erfüllen, ist 

dx du 

bekannt; es wird gebildet von den Grössen -^- , —^' Ein zweites der- 
artiges System erhalten wir, wenn wir in dem erstgenannten die Grössen 
ö«, ba ersetzen durch a« = L_a_3_ . fej^ = ft^^i^. Man erkennt leicht, dass 

zwischen den Grössen a« und 6« dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen 
den Grössen a« und 6«; drücken wir nun in der dritten und vierten der 
eben angeführten Gleichungen a« und b^ durch a« und b*^ aus, so erhalten 
wir die Gleichungen: 

welche aus der vierten und dritten Gleichung durch directe Vertauschung 
von a« und 6« mit a« und 6« hervorgehen. 

Nur in einem Ausnahmefalle sind beide Grössensysteme einander 
proportional; nämlich dann, wenn jedes y zu dem betreffenden x in einem 
gewissen constanten Verhältniss steht. Dieser nur unter gewissen Voraus- 
setzungen über den Anfangszustand mögliche Fall führt, wie leicht zu sehen, 
auf elliptische Functionen ; wir wollen von ihm bei der ferneren Betrachtung 
absehen und uns ausschliesslich dem allgemeinen Falle zuwenden. 

Dann darf also gesetzt werden 

dXi = (62 ^2 ^i - *3 »3 ^i) U + (62 Ö2 »2 ^3 — 63 Ö3 y 3 ^2) SS, 

dyi = I (62 — 63) ^2 ^3 + («2 —03)^2^2 2:3 1 U+ 1(6.02 — 6303)^2^3 + 01(0^2 — «3) a?2^3| SJ. 

Es ist klar, dass die unabhängigen Variabein so gewählt werden können, 
dass U = Udui, SJ = VdUi wird. Bildet man nun auf die beiden möglichen 

Arten die zweiten Ableitungen -?: — ^ und -r--^, so erhält man durch 



-j_v^"j, 



Vergleichung der gewonnenen Ausdrücke nach kurzer Rechnung die beiden 
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Gleichungen: 

(b2y2Xi'-b^y:,X2)-ö^ (b2(hy2X^—b^a:,y^X2)-ö^ = 0, 

\{b2-b^)y2yi-\r((h—(h)xzx^\-ö^ 1(6202— 6303)^293 + »1(02— a3)ip2a^3|-g^ = 

und vier andere, welche durch cyklische Vertauschung der Indices aus diesen 
entstehen. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass U von U2 und V von u^ 
unabhängig ist, und dass also bei passender Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen beide Grössen gleich 1 gesetzt werden können. Dann nehmen 
die Gleichungen die Form an 

J rfj?! = {b2y2Xz-b^y^X2)du,+{b2a2y2Xz—b^(hyiX^du2, 

\ rfy 1 = ((*2— 63)y2y3+(ö2— flb) a:2^3)rfwi+((M2-63a3)y2y3+ai (flb-flb) x^^du2^ 

deren Integration, wie zuerst Herr Schottky*) angegeben hat, identisch mit 
derjenigen der Gleichungen (12.) ist. 

Wegen der zwischen den Grössen 6« und a^ vorausgesetzten Relation 
darf gesetzt werden 

(14.) -r- = ma^+n (a=i,2,3). 

Führen wir nun an Stelle der Grössen Wj , U2 zwei andere unabhängige Ver- 
änderliche ein, welche durch die Gleichungen 

definirt sind, in denen m' und n Constanten sind, welche der Bedingung 

(Ib.) n.m—fn.n'= n (maa+n) =-r-j—r- 

genügen, so nehmen die Gleichungen folgende Form an: 

dxi = (ji2Xz—yiX^dT^ + {c2y2Xi—c^yzX^dT2^ 

dyi = (C2 — C3)^2a?3rf^l + ((C2— C3)y2y3 + Ci(C2-C3)X2ar3)rfT2, 

wo zur Abkürzung 

n7> c ~ ^^^-+^' ~ ^^ ^ ^^— 

gesetzt ist. Es ist dies aber offenbar die specielle Form der Gleichungen 
(13.), auf welche man geführt wird, wenn die drei Grössen b den Werth 1 
haben. Es würde sich übrigens das Problem noch mehr specialisiren lassen, 



(16.) 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1891. 



F. Kotier, über die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit . 63 

indem alle Fälle, bei denen der Quotient 



denselben Werth hat, sich auf einander reduciren lassen; jedoch hat das für 
den weiteren Verlauf der Rechnung keine Bedeutung. 

§5. 

Die Darstellung der Grössen ara, ya durch hyperelliptischo Functionen. 

Nach den Ausfuhrungen des vorhergehenden Abschnitts können wir die 
vier Integralgleichungen (6^) und (6\) ersetzen durch vier andere Gleichungen, 
welche sich ergeben, wenn die Grössen b^ sämmtlich gleich 1 gesetzt werden, 
und die Grössen o« mit den Grössen c« vertauscht werden. So erhalten 
wir die Gleichungen: 

Cyx\ + C2xl+c^xl+y\+yl']ryl = 2Äi+Äo(Ci4-e,+ C3), 
—{<hCzx\+c^c^xl-]rC^C2xX)-\'C^y\+C2yl+C:,yl = — Ä^, 

Dieselben lassen sich, indem wir sie mit 

multipliciren und addiren, in eine Identität bezüglich des elliptischen Werthe- 
paares s^ i{s'-Cy)(8—ai)(8-'C^ zusammenziehen, nämlich in: 



(6c.) 



(18. 



,) ) tt=l,2,3\ yS'-Ca ^ 



= /ro«'+2Äi«+Ä, + 2Ä3/(«-cO(«-c,)(«~C3). 

Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung verschwindet im all- 
gemeinen für vier Werthepaare s, i(s~'C^)ls—Ci)(9—c^^ von denen allerdings 
unter Umständen mehrere zusammenfallen können. Diese besonderen Fälle 
stehen zu dem allgemeinen Falle in demselben Verhältniss, wie die von 
Herrn Fenwe/*) behandelten besonderen Fälle zu dem von Herrn Weber durch- 
geführten Specialfall des Problems; auch hier führt das Problem in den 
Ausnahmefällen auf elliptische Functionen. Wir wollen sie im Folgenden 
von der Betrachtung ausschliessen ; man wird übrigens leicht übersehen, wie 

*) Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer tropfbaren Flüssigkeit. Inaug.- 
Diss. Marburg 1888, Progr. Cassel 1888. 
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die im Folgenden durchgeführten Betrachtungen zu modificiren sind, um sie 
den Ausnahmefällen anzupassen. 

Setzen wir nun in die Gleichung nach einander die vier Nullstellen 
ein, so erhalten wir vier Gleichungen: 



(19.) ^ (.„i(^E3^)5^Eö +y>,7r^; = (.=...3,*,, 

die offenbar nicht unabhängig von einander sein können, weil die Gleichung 
2lx\ =■ Äo sich aus ihnen nicht ableiten lässt. Aber auch analytisch lässt 
sich das leicht einsehen. Bezeichnet man mit V'(*) die Function 

(20.) 7fj(8) = («-«,)(« '-«2)(»-0(«-0l 

so wird, unabhängig von dem Werthe der Grössen u und v: 



Ordnet man nach Potenzen von u und r^ so erkennt man unmittelbar, dass 
die Coefficienten von u^ und t?^ verschwinden. Der Coefficient von uv wird 



2 y l^^C*/?^gl)(^^"<^a)(^^-^3) . 

;9=1,2,3,4 rp'(Sß) ' 

da aber die hier auftretenden Werthepaare Nullstellen der rechten Seite der 
Gleichung (18.) sein sollten, so ist 

und der fragliche Coefficient wird 

^1_ y k,8'fl + 2k^Sß + h^ , 

das ist aber nach bekannten Sätzen der Algebra gleich Null. 

Aus der somit bewiesenen Identität (21.) folgt dann unmittelbar, dass 
jeder der beiden durch 



( >^(^3-g|)Cs~^i)(^»-0 ^i l^(^-;g.)(^-g2)(^-0 ] I pf 1-^3— <^« ^i }^sr^\ 

V ^s,^Ca}frp'(s,) - I^(^"-0«))V'(O ^ MV(0 ~ ^^^'(O^ 

dargestellten Ausdrücke sich von je einem der beiden Werthe 



^ M^-^.)(*i-g2)(*.-0 ^^ l^(^2-g|)(^2-'^J(^»-0 \ 1 pf A-^« +1 >^^2— ^« "j 

V )/5^-c,vy(o ~ A-c«»>'(0 ^ We^'(0 ■" i^v'(0>' 

nur durch einen constanten, d. h. von u und n unabhängigen, Factor unter- 
scheiden kann. Es fragt sich nur, wie die Zeichen der Wurzeln isß—c^ 
zu wählen sind, damit die Ausdrücke mit gleichen Zeichen aus beiden 
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Reihen einander entsprechen. Dazu ist offenbar eiforderlich, dass 

werde. Benutzt man, dass die rechte Seite der vorstehenden Gleichung durch 



J^.^c^ _ j'»,-c„ 



iV(«^;. iV(^). 



ersetzt werden darf, so erhält man nach Fortschaffung der Nenner die 
Gleichung 



welche sich wegen der schon abgeleiteten Beziehung 






auf 



i i^C*4 — c. X *« - g» )('« - "iX*» -^'■) ~ '^l'iz*^' -^^ j-^»-^!*» ~ ^Xi« - "«) . 

]^U''C«,) l'»^'(»4) is^-Ca l\ -Ca 

_ f T^(».-Ci)(»,-c,)(*,-- ÖC'i 3^ 0- V(«|— «iX'i -c,X«^ ^)(*»-c« ) 

]V(»,)lV'(«,)V''«, -Ca V'»,-C„ 

redncirt. Setzen wir zur Abktirznng Ä„»^+2Ar,»+ Atj = ^(«), so ist für jede 
Nullstelle 

sodass die vorstehende Gleichung übergeht in: 

i^v' («.) I V(0 i'C«. - Ca) VC*, - C«) } V CO i>'"(0 )^v^"^ »^ V^a 

Man übersieht leicht, dass 

^ '^ i>'(Oi>'(^) ^ ^ i>'C^)iV'(0 

Journal für Mathematik ßd. CIX. Heft 1. 9 
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gesetzt werden kann, wo n je nach Wahl der Wurzelzeichen eine ungerade 
oder gerade Zahl bezeichnet Ferner ist 

sodass 

(22.) 5r(0 = (- 1)"« kjs, - c, }fs, - c« }f8, - c. V«4 - c, 

wird. Unter Benutzung dieser Resultate erhält man als Bedingung für die 
Zusammengehörigkeit gleicher Zeichen die Gleichung 

(23.) (~1)*^« = 1 

oder 

n« = n. 



Wir wollen den Wurzeln \ip'{sß) (ß = 1,2,3,4) für alle drei Indices 

a denselben Werth beilegen und dann die Wurzeln V"»^ — c„ entsprechend 
der eben angegebenen Bedingung auswählen. Femer soll gesetzt werden: 



(24.) 









>?« = a;„( 



»^(»i-c,)(«,-c,)(«, -c,) .. V(»,-ÖC»,-c.)C«,-c.) 



l/»,-c„|V(«,) 



— t 



^"MV(«,) 



A-Ca|V(»,) 

/73 



) 



: y«s-c 



y ^ - gg _i^. A-g« 



l/. _- 






\\—Ca _^ V«4— Ca 



(25.) 



rf„ = 



'a 



^ iV''(0 >^v'(*«) _ .-, ^ )^»'(«.) iV(*J 






yv'(*.) >V'(*,) 



r ^1 g«^ • r*9 — '^i 



1>'(*J »V'(*J 



Die Gleichungen (19.) liefern folgende Beziehungen zwischen den Grössen 

^.ßa+VaT = 0, ^^ (h-rij = 0-2: (rf„ i„ - f) = 0, ^ (rf„ i„ + 1^) = 0, 

a=\,2ß a=l,?,3 a=i,2,3^ W^ ' a= 1,2,3 >■ **a 

welche sich durch die drei Gleichungen 

fo) 



(26.) 



^ Si+ 2: vi = 0, 

a=l,'2.3 a= 1,2,3 



«='»*»3 



»?2 



l '^ a=I,2^ a= 1,2,3 ai 



F. Kötter, über die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. 67 

ersetzen lassen. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass die Grössen 
Xa, f/a nicht nothwendig den Gleichungen (6c.) zu gentigen brauchen, damit 
die durch (24.) definirten Grössen ^«^ rj^ den Gleichungen (26.) genügen; 
dazu reicht vielmehr schon die Erfüllung der durch die Gleichungen (19.) 
ausgesprochenen Bedingung hin. Diese ist z. B. auch dann erfüllt, wenn 
fUr jedes s die Gleichung gilt: 



und das ist der Fall, wenn 

a:« = i-^7=^ und 9« = —^—- — 7-^ -^— , —- — ^^ (« = 1.2,3) 

wird, wo X und *' ganz beliebige Grössen bedeuten, und (p(x) die Function 
(aj — c,)(a:— C2)(a:— C3) bezeichnet. 

Wir bezeichnen jetzt mit »,, «2 die beiden Wurzeln der nach z auf- 
zulösenden Gleichung: 

mit V den Ausdruck 

(28.) V = i?? + ^^+ryj 

und endlich mit /(a?) die Function (a:— e/J)(a:— rf2)(a:— cß); dann wird 



Qjy.; ?y« = L -:j'TFi:2\ («=1,2,3). 

Wegen der zweiten der Gleichungen (26.) dürfen wir offenbar setzen 

Setzt man diese Werthe in die beiden Gleichungen ein: 

welche unmittelbar aus den Gleichungen (26a.) und (26c.) folgen, so erhält 
man die Gleichungen: 

9* 
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oder anders geschrieben 

(dj-..Xrfj-a,)(rfj-»,) +^ V did\di *V - "' 

Setzt man nun 

(30.) Z, = f^^(^^-df)(^,-dr)(z,-dO(-.,^-l) 
80 ergiebt sich, passende Wahl der Wurzelzeichen vorausgesetzt, 



W = «, 2), 



f/, = y»,a, 



a.(2i-»,) ' 



Uj = 1'», »2 



s,(a,-3,) ' 



(o = 1. 2, 3). 



es wird also 

r^n £ - n ^^'■'' r ^?? ^— ") 

(,o 1 .; c„ - ij„ ^^^ _ ^^^ V 3, (s, _ d») a, (a, _ dl) J 

Um nun L durch Si und 2^2 auszudrücken, verfahren wir folgender- 
massen. Es sei x'^, y'^ (a = 1, 2, 3) ein zweites System von Grössen, 
welches den Gleichungen (19.) genügt; 'i'^, ri^ seien die Grössen: 



"^ >/«,-C«lV(»,) V'»,- Ca }>'(»,) j^ 

_Jj^V'(».) 

"^ y».-Cal'V''(»l) l''»,-Ca|^V'(»,) "^ 



+!• 



: VV^ 



iv 



— Cg N 



Dann müssen sich natürlich £l, ?/^ in derselben Weise durch drei Grössen 
L\ »1, «2 darstellen Jassen wie ^«, rj^ durch L, »i, 52. Indem wir nun zur 
Abkürzung 



(32.) 



■ T^(».-<<ä)(» ,-rfi) _ ^ . ^ iVi. r g. ^—-"i _ B 

\'7W) ~ '^''3;-<U;(»',-rf2)' »',(»;-rfi)>'~"" 

setzen, erhalten wir: 

f^ ..' « -'^o■Y V(».-C|)(«.-cJ(»» -c,) V»,-C a 
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Wie schon vorher auseinandergesetzt wurde, genügen die Grössen 

2 y^'-c- und 2 >^^-::fiX^ ~gi)(^'-g,) 

den Gleichungen (19.) flir x^, y^. Setzen wir speciell «' = «i, so werden 
die zugehörigen Grössen ^ und ri bestimmt durch die Gleichungen: 



(33.) 



H) ^ _ n ^ I 2t I T^(«,-c,X»» -c,)(»,— c,) \' s^—Ca 
''- ]^y'(c«) ' Vv'(»J]/*,-c« /V'(>,) 

y(»i - c, )(», - c,x»[— Ö A-<'a 



sodass die Grössen I" den beiden Gleichungen: 

(rf?+-jr)^.''+('^+4-)^/+(rf^+-i-)?,'' = 
genügen, deren Lösung wir offenbar in der Form 



^/d'^ — d^d^d^ 

(34.) 1^: = A^ 1^3.^^'b 



ansetzen dürfen. So erhalten wir folgende wichtige Gleichung 

(35.) mc~:)^^X-ya<) = ^ -^^i^^{R.Q:-Q^K) (-=v.3), 

welche für jedes Paar von Grössensytemen gilt, die den Gleichungen (19.) 
Genüge leisten. 

Das ist der Fall, wenn a;«, y^ den vier Integralgleichungen ge- 
nügen, und 



i^T'(^«)}^A(*) ' ^" ]/*-c:i/<^'(ca)mo 



wird, wo 



/^(O = M'+2&,«+&2+2*3l^(«-cö(«-C2)(«~C3) 



gesetzt ist. Dann wird aber offenbar nach Gleichung (18.) 

-^,,(a?«»l-a^lya)V(0 =^ 1 

a= 1,2,3 

und also 
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Nachdem so die Ausdrücke 

durch hyperelliptische Functionen dargestellt sind, ist es leicht, x^ und y^ 
selbst zu ermitteln. Man betrachte die Grössen », z'i, «i als Functionen von 

ds 






und setze zunächst r = 0, so erhält man direct 

-%- oder -^. 

Diflferentiirt man aber die allgemeine Gleichung erst nach t und setzt dann 
T gleich Null, so erhält man offenbar 

j r 

und daraus mit Hülfe des erst ermittelten Werthes x^ die Grösse y^. Sind 
-aber einmal die Componenten des Impulses bestimmt, so erhält man die 
Komponenten der Geschwindigkeit durch die Gleichungen: 

«i = a,ari, v = €hX2^ w — a^x^^ p =^ b^y^^ g — biyz^ r =:^ b^y^. 



§ 6. 

Ucber einige Eigenschaften der hyperelliptischen Functionen und ihre Anwendung 

auf das vorliegende Problem. 

Die Grössen a?«; y^ lassen eine bedeutende Vereinfachung und die 
Ausdrücke für die Componenten der Geschwindigkeit eine für die weitere 
Behandlung des Problems wichtige Umformung zu, Dank einiger Eigen- 
schaften der hyperelliptischen Functionen, welche in diesem Abschnitt ent- 
wickelt werden sollen. 

Es werde im Folgenden bezeichnet mit Z« die Function: 



(37.) Z« = Vß(aa-eu)(«a-e,)(«a-ß2)(2a-'0(««-0 <« = ^' ^> 
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und mit ^(«) die Function (ä— ei)(a— e2)(a— e3)(a— e*), wo Ä, e,j, ei, 62, ^3, ^^ 
beliebige constante Grössen sein mögen. Ferner sei 



(38.) 



JJ _ >^(gi— ea)(g, — Cg) 



(o = 1, 2, 3, 4)^ 






(«»-«o)(2.-e«)' 



Dann bestehen folgende Gleichungen 



(40.) 



£ m== 



a=l,2,3,4 
a=l,2,3,4 

2: Z" 

a=l,2,3,4 ^ 
a=l,2,3,4 Ä/9— «a 



0, 
= 0, 

= W=l, 2), 



0=1,2,3.4 

0=1,2.3,4 

,=;f,3,4^*"~^')'*^ 

0=1,2,3,4 *ß — ea 



2 



1, 

= 0, 

= 0, 

= (>9 = 



>. 2), 



Hieraus folgen, wenn 



' z, ^ z, ' 



z. ■ z, 

gesetzt wird, leicht folgende vier Gleichungen fllr die Differentiale <///„: 

2IUn, =-- 0, ^e^H^dH, = 0, 

2I^dH^ = -^Ry(si—ei,Xi2—e,i)dwi, ^e^Z^dH = — |/i )^(», — c„) (a^ ^^ rfw,- 

Die Determinante dieses Gleichungssystems, 



^/ = 



//, 


//, 


//3 


//4 


//,«. 


W,C2 


J/,e, 


Jhe, 


r 
—i 


—2 


*»3 


m 

-•4 


r,ei 


•S^iCi 


-^3^3 


-Ä^e« 



hat einen ziemlich einfachen Werth. 
Man erhält zunächst, wenn 



y(,._,.)(,.-,,)(^-- A?-) = A, -,/(..--^,)(«2-.0)(-#'---^)= ^ 



gesetzt wird, 
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ßl 62 ^ 64 



= z,z^ n 



1 



el 


e^ 


el 


ej 


ßi 


Ci 


Ci 


«4 


1 


1 


1 


1 


ej 


^ 


ej 


e\ 


e] 


e^ 


el 


e\ 


«i 


«2 


ej 


«4 


1 


1 


1 


1 



1 

Biß auf das Vorzeichen muss nun die rechte Seite offenbar Übereinstimmen 

mit ß/(«i — e„Xa2— ß(i); wir können also setzen 

wo * einen der Werthe ±1 bezeichnet. 

Bezeichnen wir nun mit t^^^j den Werth + oder —1, jenachdem 
die Permutation aßyS der Grössen 1, 2, 3, 4 gerade oder ungerade ist, so 
können wir schreiben 



(41.) 



J ri ^_ ^^aßrt^ 



ü 


dw2 



II 



IL 



m 



e,j//j e^/7,. e^Bf^ 



und hieraus folgt leicht 



-*,? 
^/j*^/? 



e^jjy 






(42.) 



H.dH^-IlJH,^--^^ 



H 



ß 



H 





= '-^ \(dw,--e,dw,)Z^H^-{dw,~e,dw,)H,Z,\. 
Für die Grössen rfJT,^ erhält man die Gleichungen: 



r ! 

, i 
I 
r 



ey^y. 



a=l,^,J.4 a—1, "2.3.4 

«=1,2,3,4 " "■ ' 

Sie ergeben die Ausdrücke: 



'a"a ^^^a 



dwi H 



n 



H. 



H 



i \ 



(43.) 



.-. _ i.eaßrü dv>2 ßfifiß ^r^r e<»^<» 

" ~ •" r, I.. 



2 







^ß'^ß 



ßy^y 



ed^A i 
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und 





' 






dwi 


^^ 


«r 


jy^r,+^„^„ 




-^rf-a -arf-^ = 


e.taßri 
2 


dwj 



CßHn 

m 
^ß 


m 













^ß'^ß 


By^y 


ca^+e«i? 


44.) 




dwi 


Hß 


Hr 










- '^ 2 


dw2 


^ßf^ß 


erUr 




7 









\fiß—eu)'^ß 


(Cy ßi,) 










= -R^'-^(e,- 


■e,;)Ji^H^(dw,- 


-e^dioO- 


(c^-eo). 


t^Hii{dwi—eßdWi) 


»Veite 


r wird 






















1 


Hß 


Itr 


u, 


gdH, - ^«-««/s^-a 



dwi 


ßßlfß 

m 

-ß 








dWi 


e^Sß 


^y^r 


en^s 







Hß 


//, 


1 


1, , dw,-eadw, 




1 


eßllß 

m 
^ß 


m 


es 





es 


^ß'^ß 


^r'^r 










»ß 


H, 


Hs 





1 


eßHß 

m 

~ß 




esTfs 

^s 




ßc 


l 


eß^ß 


By'^Y 


es^i 



^ -d> 



^^H, 



^ *^<T' 



Hier lässt sich das zweite Glied noch umformen, indem man Z^ als Factor 
zur letzten verticalen Reihe der Determinante zieht, und dann die vorher- 
gehenden Verticalreihen nach der Multiplication mit Z^^ Zß^ Zy addirt So 
ergiebt sich unter Benutzung der zwischen den Grössen Z^^ H^ bestehenden 
Gleichungen: 

Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 1. 10 



74 f- Koller, über die Betcegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. 



+ 





;o 


^h 


^^. 


1 






^,9r,\ 


i 


• 











1 






! 


//, 


11, 


Ij 






e, //, 


m 







. • 


«M 


<*.-v 














Nuohdem wir in ganz ühnliclier Weise H^dls berechnet haben, erhalten 
wir schliosslioh 

(41).) S^dll..-}IJI, 

= -.U.faijA 'JZ.'j, ;(e„-<*.,)//jW-fi(rf«P.-e.,rf«r,)-rjr(rf/r.i-e„rfie,);, 

Bezeichnen wir nun durch beigetilgte Aecente ein zweites ganz 
gleichartiges System von Grössen, so erhalten wir aus (42.) und (44.): 

//://i|j,c/r-r,rfi:,}+r:i:;|//,c///,-//,rf//,; 

Nun lässt sich aber mit Hülfe der Formel (45,) die rechte Seite dieser Glei- 
chung transtormiren : es ergiebt sich, wenn 






gesetzt winl. 



' «Tj: — «rt • 

~ff 7/ i- ' "^^ i:dn:^n:dj;\ 

Vertauscheu wir aWr in der so gewonneneu Gleichung ^-i mit a und y mi: 
0^« sowie die gestricheneu Buchstaben mi: den ungestrichenen« so gewinnen 
wir die Gleichung: 

rji,s,dti^^n^ds,:^rjH^Hjdj^^j^dH, 

Indem wir diese Gleichung von derjenigen suboakireik aus welcher sie so- 
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eben entstanden ist, erhalten wir folgende wichtige Relation: 

— {H'^ Za - H^ ZI) ("ä "- toi 4- ^— wj) (^H'iZs - HsZiO 



(46.) 



d . d 



= - \(h;i-h.X) (-g^T- 0^.+--— a,,)(H;r,-//,r;) 



in welcher Wj und W2 ganz beliebige Grössen sind. Bedenken wir nun, 
dass das Product 



a=l,2, J,% 

ist, wo *" = +! ist, und dass demzufolge: 






wird, so kann die obige Gleichung unter Einführung der abkürzenden Be- 
zeichnungen 



(47.) 



B.b's^ — €, 



kürzer folgendermassen geschrieben werden: 



(a = l, 2, 3, 4) 



(48.) 






"''+öl:"'0''--''«.(ö|-«'.+ 



dw, 
d 



d 



CO 



•)p^ 



Durch cyklische Vertauschung dreier der vier Grössen a, ß, y, d, 
z. B. von «, ß, Y, erhält man noch zwei weitere Gleichungen. Multiplicirt 
man diese Gleichungen mit P^, Pß, P^ und addirt, so erhält man die fol- 
gende Gleichung: 

Aus ihr folgt, weil sie für J = 1, 2, 3, 4 gilt, unmittelbar 
(49.) Pl+p^^j^Pl^Pl = 0; 

es erfüllen also die drei Grössen 



(50.) 






(a = 1, 2, 3) 



10 




76 F' Kotier, über die Bewegung eines fetten Körpers in einer Flüssigkeit. 

die Bedingangen, welche die Richtangscosinus einer Geraden zu erfüllen 
haben; für diese Ausdrücke folgen aus Gleichung (48.) die Differential- 
gleichungen 



dAa , dAa 



(51.) 



.( . fdAß , dAß \ . fdAy . dAy \\ 

Wenn wir nun 

setzen, so gehen die allgemeinen hyperelliptischen Functionen in diejenigen 

über, auf welche unser Problem geführt hat. Man übersieht leicht, dass 

man erhält 

fff 

(35-.) (x^y: -y„OlV'(0 = ^ ^« (-'- »■ »>• 

Wenn nun a:„, tfa ein System von Grössen ist, welches den algebraischen 
Integralgleichungen der vorliegenden Aufgabe genügt, und wenn 

^' >'*-c«]/f(5)vV'"(<^«) ' ' ^KsWCca) 

ist, so wird, wie schon hervorgehoben: 

und das kann bei passender Wahl der in P^ neu auftretenden Wurzeln 
gleich iPz^ gesetzt werden, so dass sich ergiebt 



Wenn wir aber in Gleichung (35^) x^, y'^ als Functionen des beweglichen 
Werthepaares iti, tri und der Grösse // ansehen, so können wir differentüren, 
und erhalten: 

Setzen wir nun für L^, tr',, ir', das System von Grössen, welches zu 
dem mehrerwähnten speciellen Grössensystem j^, y'^ gehört, so erhalten wir 

(^ady:-yJx:)]V{c,;) - ^ Jl^ dw[+^^^dtc',+P^dlnV]. 
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Um den Znsammenhang zwischen den Differentialen zu ermitteln, quadriren 
wir die Gleichung (35".) und summiren nach a; so erhalten wir 

(52.) £ (x^y:-y^x'J<p'(c:) = -^Pl 

und hierans durch Differentiation: 



(53.) 



a=l,2,J 



Setzen wir nun nicht nur für x'^, y'^ das oben definirte specielle Werthsystem, 
sondern für x^, ya ein ähnliches derartiges System: 



80 wird die linke Seite der Gleichung (52.) identisch gleich Null und 

also auch 

P* = 0, 
d. h. der Quotient 

hat einen von dem speciellen Werthe s unabhängigen Werth. Umgekehrt 
führt, wie leicht zu beweisen, jedes Werthsystem tri, ir^, für welches der 
in Frage stehende Quotient diesen Werth hat, auch auf ein Grössensystem 
von der Beschaffenheit 



Setzen wir nun in die Gleichung (53.) für a:„, y«, x^, y'a die eben erwähn- 
ten Werthsysteme, so muss offenbar auch die rechte Seite dieser Gleichung 
verschwinden, sodass unter der gemachten Annahme 

^„yC^aX^aya-ya^aX^ady'a-yadx^) = 

wird. 

Bei der völligen Willkür bezüglich der Grösse / zerfällt diese Glei- 
chung in die folgenden vier: 

-Txl rfxl = 0, -Tc« x'^ dx'a + 2:y'^ dy', = 0, 
- c, c, Cj 2: -^ rfxl + ^c„ y\ rfyl = 0, 2x^ dy'^ + 2:y'^ dx\ = 0. 
Dass diese Gleichungen aber nicht unabhängig von einander sind, sondern 



(54.) 
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t 

r 



irnr drei Gleichungen repräscntiren, erkennt mau daraus, dass die Gleichung, 
aus welcher sie entspringen, erfüllt ist, wenn a?a = a:^, ^« = ^1 ganz unab- 
hängig von den Werthen der Grössen rfxl, dy^. Nun findet man sehr leicht 
folgende drei particuläre Lösungen der vorliegenden Gleichungen, nämlich 



1t t t t 

!fn Sf.»i Sf3i ^i^n 

n» » t t 

^ijfl' ^iJflM ^3^3? ^»^^n 

III. 0. 0, 0. x[, 

sodass allgemein gesehrieben werden kann: 



t 
C3C1JT2, 



r 

X2% 



V 

C3X3, 

t 
C1C2X3, 

t 



(55.) rfx« = r,yl + r>c«jf;,, rf^;, = r^c^x^-r., ^'^'^' j?l+i^3a:l. 

Die zugehörigen Werthe i/L'^ i/ir',, rfrl. erhält man durch Differentiation ans 
den Gleichungen 



— 'Ja — »^ .« — . 



tl'J 



z\-dl 



= 



CJ = I. 2), 



nämlich 

L'dL 



ro%> 



= -i.':*'';!. 



dw\= 



di 



— J_ • - ">. 



<fs. 



z, z, 



V 



^JiJiJi-^ ^'^^*ü f 



z\ 



Z' 



^ 



dtt\ = 






Wir lassen jetzt s unendlich gross werden, und zwar nehmen wir ein solches 
Wenhsvstem, bei welchem die vier Wurzeln 



}s-c,. I >-rO ,*~r? >-r3;^ 

das gleiche Zeichen haben, und }f(s] dasselbe Zeichen wie J hat, dann 
werden die Grössen 



xl = 0, ,• = 



— — — « 



J}9\c.) 



Die Grössen dürl, rfy]. werden dann weiter, falls 



— lim 



J\s 



* = '3 



wird: 



55'/ 






^ 



^^« = T74^^^ rf»l = 
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Wir betrachten zunächst den Fall Tj = "^3 = und setzen 
(57.) dw[ = -^, dw', = -^, l^l^^niK; 

die Grössen f[ und /^ haben dann, wie leicht zu erkennen, die für das Fol- 
gende wichtige Eigenschaft, dass 

ist. 

Setzen wir aber 

Ty^^m'byh^b^^r^ Tj = — iw6i62fr3^^ ^3 = 0, 

so dass also mit Rücksicht auf Gleichung (17.) 

Kl 

wird, so mögen werden: 

(o8.) dw, = --j-y dtvz = - 'y , 11-^- -j- ' 

Auf diese Weise erhalten wir 

(59^) x^ == Ji-J^-, 

und 

(59^) b^y^ = ^(|^A + ||a.+/><.4 

Um nun die Abhängigkeit der Grössen Wi und Wi von der Zeit zu 
finden, verfahren wir folgendermassen : 

Es ist nach den Differentialgleichungen des Problems 

dxa dxa dtc^ , dxa dw^ ,, , V 

"dT = ö;^ -dT^-äiv: dt - = '".^rihVß^r-bryr^ß) 

and das ist nach Gleichung (51.) nichts anderes als 

Man erhält also für Wi und w^ die Gleichungen 
(60.) rfiTi = itf^dt, d«?2 = i^f2dl. 
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Wir schliessen hieran die Ableitung von Formeln für die Componenten 
der Fortschreitungsgeschwindigkeit, welche sich für die weitere Behandlung 
des Problems geeigneter erweisen als diejenigen, welche man direct aus 

fi = OiXi^ t? = 02 372, fr = 03 073 

erhält. 

Die Formel 

gilt für alle Werthsysteme (tr,', tr^); es kann auf dieselbe also auch erst 
die Operation 

angewendet werden, und dann erst für tri, W2 dasjenige Werthsystem gesetzt 
werden, welches wir bei Bildung der Ausdrücke x«, y«, b^tfa benutzt hatten. 
Für dieses ist aber 

d\nS[ .r , ain.r; , __ ein«; ^ , öin//,;^ , 



und in Folge dessen auch gleich 

Auf ^a = «-i>" angewendet, giebt demnach die fragliche Operation 



p~C"^«^"^+'s,";r/^^+^«^v - 9"' 



sodass wir die Gleichung erhalten: 

Es war aber andererseits 

Es darf also, wenn die in der folgenden Formel auftretende Grösse /J' 
passend bestimmt wird, 

(09''.) Ö.Or« = y (- -^^T' A + -^-r - A + ^a A ; ^^ ^ ^' ^- 3> 
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gesetzt werden. Sowohl die linke Seite als auch der erste Theil der 
rechten Seite sind Brüche, deren Zähler lineare Functionen von Z^, H^, 
deren Nenner lineare Functionen von £i, H^ sind. Man erkennt hieraus 
sofort, dass f^' von tri und w-z unabhängig sein muss. Um den Werth dieser 
Constanten /J' zu berechnen, multipliciren wir die vorstehende Gleichung 
mit x^ und addiren nach a, so erhalten wir 

, d^Xatgifa , dSxg hg ya , 

'^ dw\ ''^ ö< ''' 

Nun ist aber 

Da nun Sx^Oa+^b^yl, die doppelte lebendige Kraft ist, so erhalten wir 

Der so gewonnene Ausdruck für /a" enthält noch tr,, itj offenbar aber nur 
scheinbar; wir haben nur für fr,, 1^2 ein beliebiges constantes Werthepaar 
zu setzen, um den wirklichen Werth f^ zu erhalten. 

Wir bemerken noch, dass bei der Bildung der Ausdrücke x^, y^, 
baVay ^a^ay sowlc bci dcr Definition der Grössen dWß, dw^^ fß, fß statt der 

Function Z= ]/«(«— rfJ)(Ä~rf2)(2—(/i)(-^Jr^,---l)die Wurzel ausdem negativ 

1 2 3 

genommenen Ausdruck hätte benutzt werden können, ohne dass die Formeln 
ihre Gültigkeit verlieren; es empfiehlt sich das dann besonders, wenn das 
ursprünglich benutzte Z bei reellem ä imaginäre Werthe annimmt. 

p]s kann ferner vorkommen, dass die sämmtlichen Nullstellen von Z 
sowie die Grössen z^ und Z2 rein imaginär werden. Setzt man dann statt 
der ursprünglich eingeführten Grössen frf^, izß, so bleiben die gewonnenen 
Resultate ebenfalls der Form nach völlig ungeändert. 
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Sur une question de la throne des nombres, 

(Par M. D. Mirimanoff a Geneve.) 



i^oieiit une racine primitive de lequation jr'— 1 = (l itsnA 
premier), H le nombre des elasses des nombres id^aox formes avec d, a le 

ET 

premier et 6 = — le seeond faeteur du nombre H *). Je snppose que le 

nombre H soit divisible par l: dans ee cas l divise le faeteur a: quant an 
foeteur 6, il peut ne pas etre divisible par l; M. Kummer a fait voir, en 
eflFet. que le faeteur 6 ne eontient pas l pour l — o7, 59 et 67 qui sont les 
seules valeurs de k interieures k 100 et telles que a ^ ^mod. /.) **). 

Je vais douner un nonveau eriterium de la divisibilite de 6 par JL. 

Posons 

g etant nne racine primitive pour le module l. Le faeteur 6 est divisible 
par A^ s'il existe un Systeme d*exposants entiers m-., Wi »t^-j* «»r-2 tels 

que e,T'er'...e)''lT* soit egale k une puissanee iL'*^"% sans que tous les m soieut 
divisibles par /.. 

Posons. eomme Ta fait M. Kronecker dans sa Dissertation inaugurale 
••De unitatibus complexis" (t. 93 de ee JournaP: 

■I ^ - , r— 2 

^■»^•- g> '"- — Ä '* ' — - — ^■(■')» 

C'j C| • • • C^y ;; t ■ — C « 

il viendra 






pourvu qu'on reduise Texposant m{x]N[xl k Taide de la formule 



; Kummer, t. 40, p. 113. 

^ Abhandlungen der Berliner Akademie, annee 1$57. 

') t. 93, p. 32. 
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liitroduisons les unit^s appartenant aux difförents diviseurs du nombre 

Soient d un divisear qnelconque de v; /?, q, - *- les diiferents diviseurs 
Premiers de d; posons v=^d.d. Une unit<5 e appartient au diviseur rf, si 



** = ^/+x = ••• = ^id-\)d 



IJCJ 



p p 

- -Ix (y-1) 4x 

'/ 7 



Dans ces formules f^ est mis k la place de ^(ö''*)*). Si f est une unit6 

appartenant au diviseur d, le symbole e""^'^ peut etre remplac^ par f'"^'^^\ r,, 
etant une racine primitive de Tdquation a'' — 1 = 0. Je ne consid^rerai ici 
que les unit^s s donnöes par la forraule 

Soient rf,, rf^, . . ., d^ les diiferents diviseurs de r; on a le tli^or^me suivant: 
Si e"*^'^ est une puissance >.'•''"% /w(rr) etant premier k i, Tune au 

moins des unitc^s e"*^'*^? satisfait k la condition 

6'"C^,.) =3 puiss.Ä'*""^ 

Sans que »»(r^.) soit divisible par L 
Et r^ciproquement: 

Si l'unite *"'^'''P est une puissance ?S"'''% sans que /. divise w(rj.), il 

existe toujours un exposant n(x) premier k A et tel que e"^""^ soit une 
puissance A**""^ 

Si donc b est divisible par l, on a pour une certaine valeur de i 

6-(^/,) =:= puiss. A'""^ 
Texposant fn(r^^) etant premier k l. 

Cette condition est n^cessaire et süffisante. 

Si *"'^'"^P est effectivement 6gale k une puissance >J'™', Tunit^ £^^''"f'^Ji> 



•) t. 93, p. 42. 

11 
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est aussi une puissaiice A''"™% Nm(rj^ etaiit la norme de m(rrf.) ^tendae k 
toutes les racines primitives de a''*— 1 = 0. 

(di) 

Or € n'est pas nne puissance >l'^"%- par cons^quent la norme Nm(ra) 

est divisible par L 

Soient niaintenaiit ^, ^? •••? fj les facteurs de X qiii divisent m(r^^^ 

je suppose que ces facteurs soient contenus «i, u^, ..., nj fois dans w(r,,.); 
posons R(r) = f^'/^\../)\ Soit S(r) un nombre complexe tel que R(r)S(r) 
soit un nombre existant, il viendra 

id,) 

^Hir)Sir) ^ puisS. ;L*^"*. 

Je supposerai pour plus de clart^ que les facteurs f soient des nombres 
existants, on a dans ce cas 

(1.) t'^^^^ = puiss.A»«"^ 

Or tout nombre complexe M(r) form^ avec une racine primitive de a*'— 1 = 
satisfait k la congruence M(ry ^^ M(r) (mod. iL). Cette congruence permet 
de rabaisser les exposants «i, n^^ ..., n^ au-dessous de l dans (1.). Si Ton 

^16ve ensuite T^galit^ (1.) ainsi transformee ä la puissance /?"**' /^i"*^... /> "^ ^^ 
que de nouveau, on fasse usage de la m6me congruence, on arrive k T^galit^ 

(2.) f-^'^^-O = puiss.A'^"*^ 

On a donc ce tbeor^me: 

(rfi) 
Pour que e'^^'^d) goit une puissance /.'^"% sans que m(r^) soit divisible 

par /., il faut et il suffit que e ^' soit une puissance A'^'"' pour une certaine 
valeur de /. 



§2. 
L'^galitö f "^^ = puiss. Ä'^™* entratne la congruence 



idi) 1 



(rfi)A 



6 '' = 1 (mod. V). 

Posons V = J,rf, et soient c» =1, Cj, C2, . . ., c^^^.j^i les nombres premiers et 
inf^rieurs k di, rang^s dans Tordre croissant, il viendra 
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r ^tant une racine primitive de o;*— 1 = et le nombre x ^tant premier ä 
rff. 11 est permis de remplacer les facteurs f figurant dans Texposant -^ 
par les diif^rences correspondantes (g **— Z^- 

Soit maintenant «o runit^ « ou une puissance complexe quelconque 
de cette unite. D^veloppons f,, suivant les puissances croissantes de f = 1~Ö 
et soit 

fo ~ l+ar+6r+' + ... (mod. V). 

11 viendra 

Sj = f,,(ö^) ~ i-f-ö^« /«+... (mod. i) 0= »' 2. ... 9K)-i). 

Le nombre a est n^cessairement de la forme 2^^,;?', ;?' etant un nombre de 
la s^rie 1, c,, c^, ..., c<^(rf.)_i- i^levons 6,, ä la puissance g'^ '*— Z^- le coeffi- 
eient de f"* du r^sultat sera congru k o(g *'—9 *^'')' Ce coefficient est nul 
suivant A si x^^^Cjx' (mod.rf,), et comme cette congruence n'a qu'une seule 
racine en c, il existe toujours un facteur f tel que le coefficient de r dans 
f,{ soit congru h suivant l et il n'en existe qu'un seul. 

En d^signant toujours par /" le premier terme qui ne soit pas divi- 
sible par l dans le diiveloppenient de f, k chaque valeur du nombre a 
correspond un seul facteur f tel que le coefficient de r dans «^ soit nul 
suivant a. Soient /i, /e^, fc,y •• •, /< .jx i l^s facteurs de l qui correspondent 

k cf = 2ty,, 2J,Ci, ..., 2J,Cy(j,)_,. On d^montre sans peine le th^oreme sui- 

vant: Si les coefficients de /'• dans «, de t '^' dans «^', de t *'^' dans e^'\...^ 
de / '^''•^-^ Jans «^'^<^i-%(<i.)-2 ne sont pas nuls suivant A, il n'existe pas 

d'exposant m(r) tel que 6'"^^^^ ^ 1 (mod. iL) sans que l divise m(f). Et il en 
existe un nöcessairement si l'une au moins de ces conditions n'est pas remplie. 

Je suppose que Texposant -- v6ifie la congruence 6 '^'^l (mod.i). 

i ''' 

Restera ä voir si e ""^ est effectivement une puissance A'""**. Soient yo^yi,...,^^^! 

les p^riodes k 2^^ termes, posons 

i 






(»=r(», 1, 2, ..., d,— 1 
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et 

Pour que e ''-' soit une puissance x'^™^ il faut et il suffit que les eoefficients 
ö(j, Ol, ..., arf._i soient des nombres entiers. 

§ 3. 
Cas de i = 37. 

Soient 

e = cos -gY + i sin -^y , ^ = 5, /x = ö^' + ö"^% 
il viendra 

Posons 

Je d^signerai par « Tunit^ 

Soit d'abord 

Ci = 5, C2 = 7, C3=ll, C4 = 13, C5 = 17. 

Les facteurs ^, /'s, Z*,, .. ., /,7 peuvent etre reraplaces par les diff^rences 

(4--r'a (4-r^O, (4-r^O, (4-r), (4~0, (4-0. 
On formera d'abord 

(18) 

il viendra 

^f*-^" = l + 2ir+3ir^+- (mod.37). 

Le coefficient de t^^ n'^tant pas nul suivant 37, on formera ^c*-'^")^*-'^''): 
II vient ensuite 

^'^Vr")(4-rU)(4-r-) ^ l+öP^lSP-f- -, 
^',Vr"M4-r) = 1^3^+2/^' + ..., 
^'^Vr'V(*-r') = 1 + 16<^*+13<'H-. 



KOiZ- 



La congruence «o '^'^ ^ 1 (mod. 37) ne peut donc avoir lieu pour rf< = 18. 



Mirimanofff sur une qnestion de la thiorie des nombres, 87 

Les unit^s appartenant an diviseur 18 jouissent de la propri^t^ sui- 
vante qu'on ^tablira sans peine: tonte iinit^ qui est congrue k un nombre 
entier suivant (1— ö)*" est une pnissance /"i^''"*; tonte nnit^ qni est congrne 
ä nn nombre entier snivant (l—Oy* est une pnissance /i/'s'^'"*^ etc. . . . 

Ce th^oröme est analogue an th^or^me snivant de M. Kummer: Si le 
premier facteur du nombre des classes n'est pas divisible par k, tonte 
nnit^ congrue ä nn nombre entier suivant l est une pnissance >l'^"'''*). 

(rf.) A. 
On verra de meme que la congruence « "^1 ne peut avoir lieu, 

si di = 6, 3, 2. Le cas de rf^ = 9 fait senl exception. 

Soient yo = y()+?'o et yl, yi, . . ., yi les eonjugn^es de yl^. 

Soit r une racine primitive de x^—l =0, les facteurs /i, /o, /4, /s, f^^ fs de 
37 peuvent etre remplac^s par les differences (4+r), (4+r*), (4+r^), (4+r^). 
(4+0, (4+r«). 
II viendra 

f.r' = i+3r+i2r+..., 

CO 

^(4+.)(44r^) _ 1 + 30^^ + 18/^" + ..., 
^(4+r).,.(M.r») „^ l+25/-«-H7r+... 

et enfin 
Ainsi 

(0)_" 

6 ^« = 1 (mod. 37). 

(O)l' 

Reste k voir, si ^ ^' est effectivement une pnissance 37''"^ 
Posons 

les quantit^s i>f, ^tant d^finies par la formule 



=/i 



(x=U, 1,2, ..^8). 



II viendra 

a^ = i/()f»<»-x + il/iW,„_^H h^is^n-« (x = ü, 1, 2, ..., 8). 

Les quantit^s m ne d^pendent que des periodes, elles sont donn^es par la 



•) t. 40, p. 128. 



38 Mirimanoff, sur une queslion de la theorie da nombres, 

formale 

m = — — • 
37 

(0)37 

Le coefficient a„ est compris entre 1,3 et 1,6; Tunit^^ f,/* n'est donc pas 
une 37'*"" puissance et le second facteur du nombre des classes n'est pas 
divisible par 37*). 



On voit, d'apres ce qui pr^c^de, qu'une unite f congrue k un nombre 
entier suivant 37 peut n'etre pas une puissance 37'*™'. Soit e(0) une unit6 
du domaine [ö+d~*]. Posons 

.(0)6(^0 = <Ö); ^^^?y = aÖ) 

et 

II viendra 

*'^ = 4*l8ß^e = e,He^e, en posant ^,8 = ^8^18. 
Dans cette expression f,« est une unite appartenant au diviseur 18; en 
appliquant le meme proc^de aux unit^s e, e, on arrive k la formule 

^^18, ^0, •••, ^2 ^tant des unitc^s appartenant respcctiveraent au diviseurs 18, 
9, . . ., 2 du nombre 18. 

Ainsi la puissance 36'^*"* de toute unite complexe du domaine [ö+d~'] 
est ^gale au produit de certaines unites appartenant aux diff^rents diviseurs 
du nombre 18. 

Si e(ff) est congrue k un nombre entier suivant 37, on a 

6^*' — 1 (mod. 37). 

Cliacune des unites *,«, f.), . . ., tz est congrue a 1 suivant 37, il viendra donc 

f.fij = puiss. 37'^'"* 
et 



*) Comp. Kummer^ Abhandl. der Berl. Akad., annec 1857. p. 78. 
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Ueber die Bewegung eines festen Körpers in einer 

Flüssigkeit*). 

(Von Herrn Früs Kötter.) 



§7. 

Ueber die Bescbaffenheit der Nullstellen von Z und die Wertbe der Grossen z^ und z^. 

Die Beschaffenheit der Nullstellen von Z hängt in erster Linie von 
dem Charakter der Nullstellen von /*(«) ab. Falls die letzteren sämmtlich von 
einander verschieden sind, können wir offenbar drei Fälle unterscheiden: 
I. Zwei Paare conjugirt imaginärer Wurzeln. 
II. Ein Paar conjugirt imagfnärer Wurzeln und zwei reelle Wurzeln. 
III. Vier reelle Wurzeln. 

Im ersten Falle bezeichnen wir durch s^ und »2 zwei conjugirte Null- 
steilen, und zwar soll s^ diejenige mit positiv imaginärem Bestandtheil sein. 
Ist nun 



80 muss offenbar 

sein, wo gleichzeitig die oberen und die unteren Zeichen gelten. Die Coef- 
ficienten von x^, t/a in ^« und rja werden also gleichzeitig von der Form 

9l(l±f) resp. 9li(l + «)- 
Der Quotient Sa - Va wird rein imaginär, ebenso die Quadrate Sl, r]l. Wenn 
wir die auf ^2 bezüglichen Wurzeln passend wählen, können wir bewirken, 
dass alle |^ unter einander und ebenso alle t]"^ dasselbe Zeichen haben. 

Bei der Bildung von dl setzen wir für «3 die zweite Wurzel mit 
positiv imaginärem Bestandtheil. Die vier in dl auftretenden Wurzeln waren 
so zu wählen, dass 



*) Fortzetzung von S. 81. 
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n 



}/9ß — Ca _ g(Ca) 



wird. Da Ar^ positiv ist, so hat die rechte Seite stets dasselbe Zeichen wie 
ö(cj. Ist also g(c^ positiv, so muss, falls y""^'' conjugirt zu /'~"^*' 

ist auch V * conjugirt zu , ' " sein, und wenn — V * " conjugirt 

^ ]V(0 >^v^) i^v^ ^ 

zu V'""^"" ist, auch — \.^Z.^ zu \^'~^'' conjugirt. Bei positivem ö(0 
ist also jedenfalls 

reell und dl positiv. Hingegen ist bei negativem g(Cg) die Grösse rf« rein 
imaginär, also df^ negativ. Wenn sämmtliche Nullstellen Sß imaginär sein 
sollen, so müssen entweder sämmtliche g(Cg) positiv sein, oder es ist ^(O 
nur ftir das grösste c positiv, für die beiden anderen negativ. 

Im ersten Falle liegen also die Grössen dl folgendermassen: 

0<:dl<C(n<<di. 
Wir können, indem wir nöthigenfalls die Grössen rj und i vertauschen, Wo- 
durch die rf^ reciproke Werthe annehmen, bewirken, dass 

dldKl, also did^di<di ist 
Da nun die Grössen rf sämmtlich rein imaginär sind und dasselbe Zeichen 
haben, so müssen die Grössen Zi und Zi reell sein und folgendermassen 
liegen : 

Damit nun S^ : rj^ rein imaginär werde, müssen, da V^i^ reell ist, offenbar 
die ursprünglich benutzten Z^, Z2 rein imaginär sein, und das ist nur mög- 
lich, falls rfjcßcß zwischen z^ und «2 liegt. In dem vorliegenden Falle haben 

wir also 

< <ß < a. < rf?<ßd? < rfj < a, < </?. 

Damit Z reell werde, setzen wir für die weitere Recbnang 

In dem anderen Falle ergiebt sieb folgende Anordnung der Grössen di: 

rf?<rf?<0<rfi, 
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und, indem man nöthigenfalls die Grössen ^ und ri vertauscht: 

Die Lage der Grössen Zi und Z2 ist durch die Ungleichheiten 

bestimmt. Damit nun die Quotienten ^« : tj^ sämmtlich rein imaginär seien, 
müssen die Werthe 

]^«i «2 Zi und Vzi Z2 ^2 

beide rein imaginär sein, und das erfordert, dass zwischen «2 und z^ eine 
gerade Anzahl von Nullstellen liegt. Demnach liegen Zi und Z2 folgender- 
massen 

rfi<«2<rf2<0<Ä,<rfJrf2'flß<4 

Hier behalten wir das ursprünglich eingeführte Z bei, da es reell ist. 

Aus den Gleichungen (33.) und (34.) erkennt man übrigens leicht, dass 
in beiden Fällen dem Index 1 die mittlere Grösse c entspricht. 

Sind zwei Wurzeln imaginär und zwei reell, so wählen wir »1 und 
«2 aus den imaginären Wurzeln und zwar so, dass ^1 einen positiv imagi- 
nären Bestandtheil erhält. Dann gilt in Bezug auf die S und 17 dasselbe 
wie bei dem vorher behandelten Fall. Wir setzen fest, dass die Wurzeln 
80 gewählt werden sollen, dass alle rj die Form 91(1—«) haben. Be- 
stimmen wir jetzt, dass »3 die grössere der beiden reellen Nullstellen 
sein soll, so wird für die beiden grösseren c, da »3 und ^4 zwischen dem 
kleinsten und dem mittleren Werthe von c liegen, die Grösse d^ die Form 
±31(1+0? hingegen für das kleinste c die Form ±91(1—«) haben. Die 
Grössen df^ sind rein imaginär. Setzen wir demnach dl = t J^ und dldld^ = « J4, 
so ist offenbar 

(y3<0<ty2<c^i und 0<J4. 

Je nachdem die fi^ iß derselben Reihenfolge stehen als die c^ oder nicht, 
wird (^4 grösser sein als Ji oder kleiner als J2; wir haben also die folgen- 
den Anordnungen: 

cy3<0<J2<Ji<(J4 
oder 

cy3<0<J4<<J2<cyi. 

Im ersteren Falle können wir noch die S und die t] mit einander ver- 

12* 
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tÄUöchen; dann gehen die rf^ in die reciproken Werthe über, und es 
wird also 

Die ursprünglich eingeführten z bezeichnen wir in diesen Fällen durch t»i 
und f«2. Die z liegen dann offenbar in folgender Weise 

(^3<0<Äi<cy4<(T2<«2<cyi, 

In beiden Fällen werden die ursprünglichen Z imaginär, so dass man an 
Stelle derselben die Function 



einführt. 

Um endlich den Fall von vier reellen Wurzeln zu erledigen, ver- 
fahren wir folgendermassen ; für Si und Sy nehmen wir die grösste und dritt- 
grosste Nullstelle in vorläufig willkürlich gelassener Anordnung, für s^ und 
«4 nehmen wir je eine der beiden anderen Nullstellen. Ferner verfügen 

wir über die lV'(*«) derart, dass stets 



wird, und dass folglich ebenso stets 



oder wenn wir, falls c« grösser als die Grössen s ist. 



setzen, 

das Product hat demnach einen von der Anordnung der Grössen Sß unab- 
hängigen Werth. 

Für die beiden grösseren c wird offenbar das zugehörige 5 sowohl 
als das i; rein imaginär; tlir das kleinste c hingegen reell. Wählen wir 
ferner die Bezeichnung der c und /; richtig, so können wir es offenbar er- 
reichen, dass die Grössen rf;!, welche in diesem Falle positiv reell sind, 
auch grösser als 1 werden. Dann lässt sich durch passende Auswahl 
der Stollen s^ stets erreichen, dass die Grössen d\ in denselben Reihen- 
folgen stehen wie die Grössen c,. Da dld\di grösser ist als das grösste 
d\ selbst, so entspricht dem mittleren c auch das mittlere di. Wir haben 
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also nur zu zeigen, dass bei passender Wahl der Grössen s auch dem 
grössten c ein grösseres dl entspricht als dem mittleren. 
Wir bilden zunächst 

da JCg — S ^ ^ JCg — S^ VCg — S, ^ JCg — S^ 

_ g Vv^ Vv^(0 Vv^ i^v^^Cö 

C^ S, . Cg S^ 



^ + 



' (»1— »,)(*,— »♦) Ca— (»,+»,-«,-»J-(*.»,— «,»4) 

Daraus folgt, dass der Ausdruck 

den reciproken Werth annimmt, sobald wir die beiden Stellen ^2 und «4 mit 
einander vertauschen. Durch passende Auswahl unter den Nullstellen kann 
es also stets erreicht werden, dass für das grösste c der Ausdruck (Pg+dg^ 
grösser wird als für das mittlere. Womit dann bewiesen ist, dass that- 
sächlich die Grössen dPg in dieselbe Reihenfolge gebracht werden können wie 
die Grössen Cg. Hier gilt demnach folgende Anordnung: 

Man erkennt leicht, dass, da 772 und 773 das gleiche Zeichen haben müssen, 
eine der Grössen z zwischen cß und iß liegt. Weil alle Quotienten Sit] reell 

sind, 80 ist offenbar iz^i2^\ und ^«1*2^2 reell, und in Folge dessen muss zwi- 
schen den beiden Grössen z^ und Z2 eine gerade Anzahl von Nullstellen 
liegen; sodass wir die beiden Fälle 

< a , < rf J < rf^ < « , < rf j < rfi ^ rfJ 
und 

< dj < rf^ < a , < dj < rf? d? rfj < ^2 

zu unterscheiden hätten. In dem zweiten Falle wollen wir jedoch gleich- 
zeitig «1 mit 81 und 82 mit s^ vertauschen. Dadurch geht offenbar 
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-J- in T]„ und 17, in ^ 

Über, und die d^ verwandeln sich in ihre reciproken Werthe. Dann erhalten wir 

0<rf?cß£ß<iß<(fi<rfr<l. 

Eine Grösse z muss sicher zwischen dl und rfj liegen; die zweite Wurzel 
liegt dann unter der gemachten Voraussetzung, wie man sich leicht über- 
zeugt, zwischen Null und dididl. Wir haben also bei vier reellen NuU- 
stellen von f(i) folgende Fälle zu unterscheiden: 

< Ä, < rf? rf? cß < cß < a i < (ß < rf?. 

Hier sind die ursprünglich eingeführten Z reell. Setzen wir nun allgemein 
die fünf Nullstellen der Grösse Z gleich e,,, e^ e^, ^3, e«, sodass 

wird, und bestimmen, dass, je nachdem ^„ negativ oder positiv ist, 
^)<C^i <e2<;e3<Cß4 oder e„>ei > e>> iJ3>e4 sein soll, so liegt all- 
gemein Ä2 zwischen e^ und e^ und z,^ zwischen e^ und e^. Femer sind in 
allen aufgeführten Fällen die Grössen 

/" dz , /•'- dz 



-z- +/ - 



'1 

" zds 

z 



reell, ebenso wie die Halbperioden 

«11 =y ^-, «12 =y 



Z ' 

'•a zdz ,^ /*'* «d» 



Ä2l=y -^, «22=7 



Dasselbe gilt auch für die Grössen w,, «2, welche wir definiren durch die 
Gleichungen 

f?l = 2fi',iM, + 2Ä'i2M25 
f?2 = ^Äoif/i-t" 2^22^2 • 

Es sind aber die Grössen u^ lineare Functionen der ursprünglich eingeführten 
Grössen tr« und also lineare Functionen der Zeit, deren Coefficienten dann 
natürlich reell sind. Wir setzen 
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Dann sind die Grössen g mit den Grössen «/verbunden durch die Gleichungen: 
und umgekehrt die f mit den g durch die Gleichungen 

r/ dw, 



Ferner setzen wir 



woraus man erhält: 



Ir = -<-s;r- )'+ -gr f')- 



»i = Kl"d.-n+^n), 






Die Grössen, welche aus tii und u^ entstehen, indem wir j5i, ^2 i^it «i, ^2 
vertauschen, nennen wir u^ und u^. 

Wir wollen femer festsetzen, dass die Nullstellen von Z, welche den 
Werthen rfj, dl, rf^, rffcßcG entsprechen, ein für alle Mal bezeichnet werden 
sollen durch e^, Cßy e^^ es, e^y so dass in den sechs unterschiedenen 
Fällen ist 



^ü — 



^ü — 



-^ü — "~ 



A„ = - 



A„ = 



A, = 



Wdfd^ (negativ) 
-d^rjT (positiv) 



a ß y ^ € 
4 3 12 0, 

4 3 12, 



d^dldi 



d^d'd^ 

**! '^a ^3 



d\ dl dl 



dl dl dl 



(negativ) 4 3 2 1, 
(positiv) 4 3 2 1, 
(positiv) 3 2 10 4, 



(positiv) 



12 3 4. 



§ 8. 

Eiuführuug der Thctafuiictionen. 

Nach den im vorhergehenden Paragraphen getroffenen Festsetzungen 
ist es leicht, die gesuchten Grössen durch i9-Functionen darzustellen. 

Zwei simultane Periodensysteme der von uns Ui und u^ genannten 
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Integrale sind 

u, 1 

fl2 1. 

Die beiden anderen simultanen Periodensysteme mögen sein 



T 



11 «'12 



T21 T22. 



Bezüglich der t^-Functionen schliessen wir uns der Bezeiehnungsweise des 
Herrn Weierstretss an. Wir definiren genau, wie es Frau von Kotvalevski in 
ihrer Abhandlung über die Rotation *) im Anschluss an die Untersuchungen des 
Herrn Königsberger**) gethan hat, die Function ^(wi, «2) durch die Gleichung: 

Ferner definiren wir weitere Functionen durch die Gleichungen: 

&(ti,,u,\r,,y,) = »(v,+r,Tn+r,T,,,u,+y,T,,+y,T^)e^-'''^''''^^^^^^ 

»(fi,,tH\ = ^(«#i-i,«2-i|0,0), 

&(u,,fh)i = ^(w,-i,fi2-ili,0), 

^(«1,^2)2 = ^(w„f^i-i||-,0), 

^Kfii.fhh = ^(wi,ti2-i|o,-^), 

^(Mi^fh\ = ^(^1,^210,1), 

^(Mu^X = ^(Wl+i»w},fl2 + -^fllJ||»J,-J-»J) (^ = 0,1,2,3,4), 

- 1 ^ mf^^^ ^ 0, mj^-'« = fwH^^- • • «»J" (modulo 2) , 
1 ^ w^''-'« ^ 0, w^^'"'« = w> + «^ . . w^ (modulo 2). 

Die Thetafunctionen sind gerade oder ungerade, je nachdem »iWi+Wama 
modulo 2 congruent oder 1 ist. Es sind also & selbst und die Functionen 
mit einfachem geraden Index gerade, während die mit ungeradem Index 
ungerade sind. Von den 10 Thetafunctionen, deren Index aus zwei ein- 
fachen Indices zusammengesetzt ist, sind diejenigen ungerade, bei welchen 
die beiden einfachen Indices gleichzeitig gerade oder ungerade sind, hinge- 
gen gerade, wenn die beiden Thetafunctionen verschiedenartig sind. Da 

ist, so ist jede Thetafunction, deren Index sich aus mehr als zwei Indices 
zusammensetzt, mit einer der 16 vorerwähnten identisch. 



*) Acta Mathematica Bd. 12. 
**) Dieses Journal Bd. 64. 
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Zwischen den Thetafunctionen und den oberen Integralgrenzen be- 
stehen gewisse einfache Relationen. Setzen wir zur Abkürzung 

so gelten folgende Gleichungen 



= i/ ±C^A"^e/^ )"( fß^;) }fR^) I 

Bezeichnen wir nun mit x eine der Zahlen 1, 2, 3, 4 und mit l die ent- 
sprechende der Grössen a, /?, y, tJ, so werden die von uns P, genannten 
Grössen durch die Formel 

4 

geliefert, in welcher \X\ eine gewisse ganze Zahl bedeutet. Durch passende 
Bestimmung der Grössen wi, t^ können wir es stets erreichen, dass das 
Zeichen in der Klammer, welches bei allen Ausdrücken denselben Werth 
hat, ein Minuszeichen wird. Ist e ein gerader Index, so ist von den Func- 
tionen ^(fil, i/i);i und f^(u[^th)u sicher die eine gerade, die andere ungerade; 
wir haben also nöthigenfalls nur «J, U2 mit — wl, —U2 zu vertauschen, um das 
gewünschte Ziel zu erreichen. Es ist dies erlaubt, da wir die Bedeutung 
der Grössen ZJ, Zi gleichzeitig ändern können, ohne dass P, sich ändert, 

falls wir nur gleichzeitig auch die Bedeutung der Wurzel l'^alai ändern. Ist 
jedoch B ein ungerader Index, so vermehren wir, falls nicht von vornherein 
in der Klammer das Minuszeichen steht, die Argumente u\^ u^ um eine 
simultane Periode 

CO2 = ma + '^l'^^Ü-f »2^22» 

Dann erhält man 

»(«;+«>„ «4+coOa = ^--^''«C2Ma + n,r«,+ii,r«0^i+-S:(mya-n«mi>t^^^j^ ^^^^ 
Journal för Mathematik Bd. CIX. Heft 2. 13 
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und demnach 



Man erreicht den gewünschten Effect offenbar dann, wenn 

ist. Es ist, wenn d einen von e verschiedenen einfachen Index bedeutet: 

Wenn nun e einen ungeraden Index bezeichnet, so sind die Indiees de und d 
gleichzeitig gerade oder ungerade, und folglich der vorstehende Ausdruck 
^ 1 modulo2. Bezeichnen wir nun t'^i-*'^'^* mit i^, so kann der Ausdruck 

gesetzt werden. Bis auf das Vorzeichen lassen sich die Coefficienten i'i auf 
folgende Weise bestimmen. Es ist allgemein 

Al+Al + Al = 1. 

Setzen wir nun für Wj, f/2 das zum Index 13/?/ und für Ui, t4 das zum Index 
13 gehörende System halber Perioden, so werden die Zähler von A2 und 
A^ gleich Null, weil jeder Index von der Form 13a (jli =0, 1, 2, 3, 4) 
ungerade ist. Hingegen erhalten der Zähler von Ai und der gemeinschaft- 
liche Nenner aller Brüche einen von Null verschiedenen Werth, weil die 
Indiees von der Form ISku sämmtlich gerade sind. Es reducirt sich A^ auf 

2,fnx nix 

also wird 



Man übersieht leicht, dass man durch geeignete Wahl des in dem 
Körper festen Coordinatensystems stets ein willkürlich vorgeschriebenes 
Zeichen der Grössen i« erhalten kann. Betrachten wir die Ausdrücke 



welche ja gleich den Grössen A^ waren, so erkennen wir, dass wir das 
Zeichen eines dieser AasdrUcke ändern können, indem wir die Richtung 
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der betreffenden Coordinatenaxe entgegengesetzt annehmen und gleichzeitig 
die Zeichen der Ausdrücke 

y^Ä—Ci, 1^«— C2, 1«— C3, )^(»--c,)(«— C2)(«— C3), 

welche einander gleich sein sollten, in die entgegengesetzten verwandeln. 
Dabei haben sich ein x und die beiden zu den anderen Axen ge- 
hörenden y geändert; es haben also auch 

und damit die zu den Nullstellen gehörenden Ausdrücke 

ihr Vorzeichen geändert. Demnach hat von den Grössenpaaren S«, t]^ nur 
eines, die Grössenpaare IL, ?y« dagegen sämmtlich das Zeichen geändert. 
Die durch die vorgenommene Transformation bewirkte Aenderung der Grössen 
A^ kann also nur in einer Zeichenänderung einer derselben bestehen, näm- 
lich derjenigen, welche zur umgekehrten Axe gehört. 

Will man die Zeichen zweier der Grössen A^ ändern, so hat man 
nur die Richtungen der beiden zugehörigen Axen in die entgegengesetzten 
zu verwandeln. Um die Zeichenaller drei Grössen zu verwandeln, hat man 
alle drei Axen nach entgegengesetzter Richtung zu nehmen und gleich- 
zeitig die Vorzeichen sämmtlicher Wurzeln ^s—c^ und l^(«— c,)(«- C2)(«— C3) 
zu ändern. /"(«) ändert dabei seinen Werth nicht, da allemal, wenn 

V(«— c,)(«— C2)(«— C3) sein Zeichen ändern sollte auch k^ = Sx,,ya in Folge 
der Aenderung des Coordinatensystems sein Zeichen ändert. 

Wir wissen nun, dass die Grössen ^,, ^2, A^ den Differentialglei- 
chungen 

genügen. Bestimmen wir den Werth e^ so dürfen wir über zwei der Grössen 
*aj iß9 V ^^^^ verfügen, die dritte ist dann aber bestimmt. Wir erhalten 
eine Gleichung für das Product ««V^V^ indem wir in die erste Gleichung 
für tii, 112, die zu 13« gehörenden halben Perioden und für ti',, tia die zu 13/3 
gehörenden halben Perioden einsetzen. Dann werden yi, und A^ gleich 

13* 
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Null. A3 verwandelt sich in eine Potenz von t und ebenso der Bruch 
-g-^:-^-- Wir setzen fest, dass die Vorzeichen von i«, 1^, i^ so gewählt 

sind, dass £ = + 1 wird. 

Bezeichnen wir nun die Grössen 

und 



/;+j(ä!»4&jO,; + _^jL^.i),;) 



durch ^3 and g'i und die Operationen 



/ .8 . d \ 

durch ^ und J', so erhalten wir schliesslich fUr die C'omponenten des Im- 
pulses sowie für die Componenten der Geschwindigkeit folgendes System 
von Formeln: 

T ^ _ ^ _ /,• ^("x' ",)«^("'.. "»)a-«^(".. «>)a^(«'i. f*',)ae 

^ = ii. = K ^c«.' "v)^^^(".> <)^-^o^.' ».)a^("'.' ";)^» 

'^^ öp "'^ ^(«., «,),'.*(«;. «;)^-*(«,. «,>*(«'„ «;>. ' 

X =^L=Ji »("„ »,)..^C«'., O.-'^C",, «,)rH<. <)r> 

^ öT ^(>i., u ,i,j'd(u',. «;),-^(/i., i/,) ,^ '.»«. «;) 

TTT A « — n — t ^ ("l' «,)af^^(»['«',)a- ^O'i' ",\^ ^(»i, «J«^ 

A „ _ rt _ ,• ^("i' «ihf^^(»\' «'Dß—H",' ",V-^^("i. ".)^* 
'^'~ -V ^C".. «,>**(«'.. «;>-*(«!, «,>*(«',. «'Ja» 



ri 
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i\T 1 ) öT ./ dp , . dp ,\) 

IV. a,x, = « = j \g,-^ -*K-^;p;9^+-e^92)\ , 

1 < dT ./ dq ,, dq ,\) 
1 ) ÖT ./ dr ,, dr ,\) 



§9. 

Die Ricbtungscosinus und die nach den im Räume festen Axen genommenen Componenten der 

Rotationsgeschwindigkeit. 

Nach den Integralgleichungen des Problems bestehen zwischen den 
Componenten des Impulses und den drei Richtungscosinus der Axe desselben 
zu den drei im Körper festen Axen die Gleichungen 

Man erhält also, wenn l diejenige der Zahlen a, ß, y bezeichnet, welche 
der Zahl x entspricht, die Gleichung: 

Sind nun (f^, yU (x = 1, 2, 3) zwei Grössensysteme, welche den Bedingungen 
für zwei zu einander und zur Richtung «i, a^, «3 senkrechte Richtungen 
genügen, so erhalten wir das allgemeinste derartige Grössensystem durch 
die Gleichungen 

wo gleichzeitig überall das Zeichen + oder — zu nehmen ist. 
Wie man nun aus den Gleichungen: 

unmittelbar erkennt, erhält man ein specielles derartiges Grössensystem 
durch die Gleichungen: 






wenn 
ist. 
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Nennen wir den gemeinschaftlichen Nenner der durch Thetafanctionen 
dargestellten Ausdrucke N, so erhalten die Ausdrücke -J^ f>i + ^^Vo den 

^ ^ OM, Oll, 

Nenner N^: der Zähler wird, abgesehen von dem Factor i^, folgender- 
massen lauten: 

-f6^(wl, «^i>W^(Wi- wDiO^C^i- •^^)^(£;w *'*"^'^*'V'^(*'»' ^)i 



1 ^""j 

5 . ö 



-.9(«;, ai)j*'^(«l, «2)/ ]''^(«i, «,.)<) (^^-«, + -^—«'..)'i?(«,. «2)i, 






- ^ («I , «■-.)« ( ^„ *> + -^ - *'-•) ^ C«! ) «2)^i 



OK, CM, 



-i?(«;, «;),j ^(m,', w2)«i'^(«M "2),v(^ »«+ ^"O'^C"" "»^^ 

Die beiden ersten Glieder dieses Ausdrucks repräsentiren, als Function von 
•I,, t/> betrachtet, eine Thetafunction zweiter Ordnung mit der zum Index iJ 
gehörenden Charakteristik, während die beiden anderen eine Thetafunction 
zweiter Ordnung mit dem Index kdh darstellen. 
Demnach dürfen wir den ersten gleich: 

setzen, während wir für den anderen die Form: 

— C\»{u^-ru^, y>+th)in;s^(u-ti\, u,-u,\y,'-C',&(iii,+v\, W2+W2)i3€^(wi-»i, «h— •4)is2a 

— C3l?(fll+Wl', Wi+W>)l3/^3.«*(Wl--«I, W2-W2)i3-C;.9(Wj+m;, •l-2+fO,3«^>i— wI, «2~»i)i3ia, 

annehmen dürfen. 

Wenn wir in dem ersten Bestandtheil des zu transformirenden Aus- 
drucks II,, Ui mit — w,, — 1/> vertauschen, so ändert er sich nur insofern, als 
er den Factor 
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aufnimmt. Daraus folgt, da8s 

werden muss. Bezeichnet man abkürzend den Ausdruck 

durch \iLt\, so ist also 

C,(-l)i^i = C^C-l/' = E, und C3(-l)'^*i = C,(-l/" = E,. 

Indem wir nach einander fllr «i, n^ die zu den Indices 13A und ISke gehö- 
renden halben Perioden setzen, erhalten wir für Ei und E^ die Ausdrücke: 

In derselben Weise ergiebt sich, dass: 
wird. Im Ganzen ergiebt sich also 

da^ da. 



^<l^*.+-i^;*o 



= in(-iri(-i)'"'^(«.+«;, «.+«^D.3-.d^^,3w«['?(«.-«;, *h-ndn(.f>.»iii+^2»[^) 

-(-i)"".?(«,4-«;,«.+tt;),3A5.^„Aj[^(«i-«;,tt.-«;).3(r.i?<j>+r..9r3>) 

-(-l)"'^i6^(«,+«;,«,+«.;),3.(r.^{P + «,d}r)]I. 

Der entsprechende Ausdruck für «1, w^, d. h. N\-^~Vi+--~-e2)j entsteht 

aus dem eben entwickelten einfach, indem wir «,, 1/3 mit ?#1, «4 vertauschen. 
Demnach erhalten wir: 

= (-ir<,[(±l)'''^(«.Hh«;, «2 + «i).3i5^ma.-(±ir''^(«. + «n «a + «i)m-..^,3;.a] 
X[(Tl)""^(«.±«;,«.±«0i3(*..9{i]+«,dg) 

-(+i)'^"^(«.±«;,«.±«;),3.(t).^a'+«2^iT)]. 
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Die Grösse K erhalten wir mit Rücksicht auf 
durch die Gleichung: 

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen hat aber, wie eine leichte Rech- 
nung zeigt, den Werth: 

2;nß fn,^-\- £n;i niß 

Mau erhält also: 

(62.) ' H<. «;)rT^(«n «,x-^(w;, <>.^c«„ w,> 

wo zur Abkürzung 

• ^ •^z' 13f ^ , 13 13r5fv 

-«-o-ZCW/J mß-\-nßmß ) 

gesetzt ist Ein einfacheres System von Richtungscosinus erhalten wir offen- 
bar, indem wir auf der rechten Seite von (62.) den letzten Factor einfach 
unterdrücken. Demnach kann das allgemeinste Werthsystem in der Form 

(630 j ^ .r (±l)'^»^0/.+U;, S+ <)l3i3^l3;..T.-(± l)''^' ^(^.+<, ^a+>i;)l3^^.^13i3 g^i 

angesetzt werden. 

Die Grösse S bestimmen wir, indem wir die beiden Ausdrücke 

P = (^iP + cdg+fx^r 
und 
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für die Rotationsgeschwindigkeit in Bezng auf die Axe des Impulses mit 
einander vergleichen. Die erstgenannte Formel giebt: 

ölnJV . ölniV 

während die andere Definition für p' folgende Darstellung liefert: 



./ölnJV , ölnJV \ 



p' = 4- 2,(ß-iY:) 



2 .=~,3^ ' "^ dl 



( dS diV \ 
dt dt I 
-S N-] 



Die in diesem Ausdruck auftretende Summe kann nun aber offenbar auch 
folgendermassen geschrieben werden: 

ySdn^r d _ _d_\,_du^f_d d_\) 

^Cdt \'dü, 'du\y'^ dt \du, dii'.y) 

x-^C((-l>''^(«i+f*>2+t4)i3x^^i3«a.-(-ir'^(«i+w^^ 

Da der Ausdruck unter dem Summenzeichen nichts anderes als 2A^ ist, so 

erhalten wir 

dS 

Durch Vergleichung mit dem obigen Werthe ergiebt sich schliesslich: 

(64.) -^ = -ig, oder S = e-'^'^'^'^^ = 6"'^ 

Von den Componenten der Rotationsgeschwindigkeit in Bezug auf die im 
Räume festen Axen ist die eine p schon bekannt; ausführlich geschrieben 
lautet dieselbe 

^ ^("i, w,)<5.^('''n ^;>-^(wn wj<5^«, «;>. 

Die beiden anderen Componenten erhält man aus den Formeln 

Journal for Mathematik Bd. CIX. Ueft 2. 14 
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welche sich in die folgende zusammenziehen lassen: 

. . , ^ //j . • nI/^ • ^^^^ ' ölnA' N . da» . öa, > 



Wenn wir abkürzend 






setzen, so können wir die Ableitungen von «^ in einfacher Weise durch 
die Winkel ß^ und y^ ausdrücken; fiihren wir dies aus, so erhalten wir: 



j • • ' 



q ±tr 



_ 1« <?+• ^(».- «;,«,-« ;).,(g.^u:+g,^i30-^(».-«'„«.- «.;).»,(g.^Vj+g.^^.V ) 

* '* ^(«,, «j.j.'^c«',, «;>-<j^(«„ «,)a^(«'„ «;).» 

Xf(A±«>,)(/:f,+t>.), 
und hieraus, indem wir bedenken, da»s »uwolil 13 als 13f ungerade Indices sind, 

_-' I • ' 

q +fr 



(65.) 



= +t„>-- '- 



(±i)''''^c«i+«'„ ".+«u,^^.3.-c±i)'*' -»(«.-p*;, «,+«;).». ^/*.. ^x 



+«»»» 



^(Wi, wJrV^«, «a)<5- ^(W, j Wo>t»(Wi, W',)a« 



§ 10. 

Die Coordinaten des Anfaugspunktes des mit «lern Korper fest \erbuudenen Coordinatensystems. 

Aus den unter (5.) angeführten Integralgleichungen des ProblemB 
erhält man unmittelbar: 

da, 






+•»1» 



F. Kotier, über die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeü. 107 

Dieser Ausdrack unterscheidet sich aber von dem für q'±ir' angegebenen 
nur dadurch , dass an Stelle der Grössen gi und ^2 die Grössen g[^ g'i ge- 
treten sind. 

Daher erhalten wir hier: 

Die Grösse S erhalten wir aus der Gleichung 

-^ = a,u+a,v + a,fD==g,-'-j^2:\^--ö7^g,+ -^^g2)a,. 

* 1 9 

Wir setzen niin: 

Vf{u,, th, »;, «i, «,) = (-Q^ g\ + -^ g'^ , 

v/'C«,, fij, «;, «;, wj) = (-5^^, + -gj^^a) , 
^'/■(«i, «2, «1, «i, «3) = (-g^ ^i+ "öi^ ^0- 

^«,V(/3,±iy,) = ±i(9'±»r'), 

-20?+»>«)V(/?,±iy,) = +2p;i=+20'-j7,)i=+2VlniV, 

^(/3±«>OV(/3.±i>«) = 0. 

Die Fanctionen ß und ^ ändern ihr Zeichen, wenn die Werthepaare «i, Uj 
and t^, t^ vertaascht werden , während die a dahei angeändert bleiben. 
Wir erhalten demnach 



Dann ist 



»' 



aus dem entsprechenden für u, indem wir in ±i{q* ±ir) das Vorzeichen 
ändern und gleichzeitig die Werthepaare vertauschen. Dabei ändert sich 
der Ausdruck —1(5^'— tV) nicht, während der andere Ausdruck sein Vor- 
zeichen ändert. Demnach ist: 

14* 
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Wir setzen ferner: 

^«x V'(/?«±i>0 = +^a«V'(/?.±.>0 = ±i(q'±i?), 
-^(/^, + '>.) V'(/?,±.>,) = +2 p\ i = + 2 V'lniV, 
2(ß, + ir.)^ (ß,±ir.) = +2P' »• = +2y IniV, 



w 



-^(/?/+«>0'T '(/?. + •>,) = +2P"i = +2 v'hiiV. 
Hieraas erhalten wir folgende Werthe: 

2T(a,) = -,-((y'+.V')(/?,-.>,)-(9'-.>')0'^«+«>x)), 
2V'(«.) = -i((g'^ir')Qi-iy,)-(q'-ir')(ß,+iy;)), 

2-7(a,) = +,-((9' + .>')(/?.-i>.)+(9'-.y)(/?, + iy,)), 
2"7'(0 = +.-((9' + »>')G?«-«>«) + (^'-«0(/^.+«>«))- 

M' N 

■v"'(/i,±i>,) = -t(7'±ir>,+ 7 In iV(/^,±»y,), 



t— ff 



Mit Hülfe dieser Formeln lässt sieli nun ^ so transformiren, dass 
der Ausdruck integrabel wird. Es ist nämlich: 

m' m' 
J 



'-= 9.-U''^^''^'+(9'9' + r'r'j). 



Vermittelst der obigen Ausdrücke für linV und \ 'InA' kann man nun auf 

II H 

zwei verschiedene Weisen TV'lniV durch die Grössen ji und y sowie deren 

w w 

erste und zweite Ableitungen ausdrücken. Aehnliches gilt von 7 VlniV. Aus 
der Differenz beider verschwinden die zweiten Ableitungen und wir erhalten 

47V'lnA'-4\ .'IniV 



X 

II • u u' 
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Demnach ist: 



u u u* u' 



und folglich 



q'q'+r'r' = VV'lniV-V7'lnN 



di 1 AAm ,r 1 rf ,A 



Durch Integration ergiebt sich hieraus 



II 



f = o /4 1' 1 v''»c»i,.w,> f^ ("'„«;>-v'^ (»i,M, )a'»c»'.,«;>f 

oder, wenn wir auch hier die Operation J' einführen: 



§11. 

Zusammenstellung der Resultate. 

Das Resultat unserer Untersuchung ist folgendes: 
Es lassen sich alle Grössen, welche zur Bestimmung der Lage und 
des Bewegungszustandes des Körpers in der Flüssigkeit erforderlich sind, 
durch Thetafunctionen mit zwei Argumenten rational darstellen, deren Argu- 
mente selbst reelle lineare Functionen der Zeit sind. 

Bezeichnen wir mit g,^ g^, g^, g^, h,, A„ A3, A4 —i-J-, g'i^ 92, gi reelle 
Constanten, durch 

Wa = Qat + K (a = l,2, 3. 4) 

lineare Functionen der Zeit, durch n\, u^ gewisse Constanten, durch a^ (3, 
Yj (J, « einfache Indices, durch i^^ t^, 1^.5 Potenzen von t, so stellt sich die 
Lösung des vorher behandelten Problems in folgender Weise dar: 

L Die nach den Axen des Körpers genommenen Componenten des 
Impulses : 

IL Die Momente des Impulses in Bezug auf die Axen des Körpers: 



dT 

dT 

dv 
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dT^ ^ ^'9(u\ , .«;), »(«.. u,),,- J'9(u', , u; \e »(*'„ «t)r 

(Das Zeichen J' bezeichnet die Operation 

III. Die Componenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den Axen 
des Körpers: 

IV. Die Componenten der Geschwindigkeit des Mittelpunktes nach 
den Axen des Körpers: 

1 ( oT . , dp . , dp \ 

_ 1 I ÖT . , dq . , dq \ 
1 I dT . , dr . , dr 



V. Die neun Hichtnngscosinus : 



' " 9{u\,n';).^9(^^,,n;),u-9iu\,u\).^,9(ll„u;)s » 

a ,• _ •' (±1)'° »(«i+m',, /<..+»', )i1«A ^I3^,1if - (±1) '"' 9(ll , +m', , «,+w;)i3a3«»»3aJ t*«. 
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VI. Die Coraponenten der Rotationsgeschwindigkeit nach den drei 
im Räume festen Axen: 



e+-\ 



j+twa 



VIL Die Coordinaten des Mittelpunktes: 

f = ,, _ _L ^C«;, ti;>^^^Cf/. , f Q^.-Xt/;, fi ; )^,z/^^ (>/,, ii,> 

'- ^ ^ ^(wnM;)<!^'^(w,,t/,>.-^(w'„fi;)a«^(t/„t<,> 

Zum Schluss mag die Bemerkung gestattet sein, dass die Formeln 
für die Richtungscosinus den charakteristischen Bedingungen genügen, un- 
abhängig von der Bedeutung der Grössen w,, tij, «1, «2, «3. Es erscheint 
daher nicht ausgeschlossen, dass die betreffenden Formeln, wenn man in 
ihnen fllr die fünf Argumente passend gewählte Functionen der Zeit setzt, 
auch zur Lösung anderer Rotationsprobleme dienen können. 
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Zur Theorie der Differenzengleichungen. 

(Von Herrn W. Heymann in Plauen i. V.) 



I. 

Eine Transformation bei linearen simultanen DifTerenzengleichungen *). 

Jjin System von Differeiizeiigleichungen 

(1.) yr'^-^taVl = o.*=i.2,_«), 

in welchem die f ganze Functionen von x bedeuten und die y' von x ab- 
hängige Veränderliche sind, kann im Allgemeinen so transformirt werden, 
dass in jeder der n Gleichungen die Summe J£ einen linearen Factor aus- 
scheiden lässt; das heisst also, das System (1.) kann übergeführt werden in 

zf^ *4- (x — f ,.) 2! cp^^ a J = (., fc = 1, 2, . . ., «)^ 

k 

WO nun die (p ebenfalls ganze Functionen von x sind. 

Um die Transformation vorzunehmen, führe man in das System (1.) 
die linearen Substitutionen ein: 

(2.) yl - -f ri,,Ä% 

wobei die a von x unabhängig seien, dann entsteht 

(3.) 2a,,zV'-^^Uyl = 0. 

Bestimmt man hieraus die Veränderlichen »f *^* bis »J^^, so erhält man n 
Gleichungen 

(4) DzV' +Aui:n,yt+ A,,2: hyt+-'+A,,£ Uyt = 0, 

1 1 1 

in denen 

und Aji die Adjuncte von a,^ ist. 

Ordnet man in den Gleichungen (4.) nach den Veränderlichen y' bis 



*) Die analoge Transformation für ein System von linearen Differentialgleichungen 
hat Verfasser im 98. Bd. dieses Journals mitgetheilt. 
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tjl, SO ergiebt sich 

(5.) Dzf^' + y',2:Aj,fj, + fßj:A,fj,-\--^+y:j: = o-,;-i,2,....«). 

Wenn man nun verlanfft, dass sämmtlidie Summen -Z der ersten dieser 

Gleichungen den Factor x—e^^ die der zweiten den Factor jj— 60 u. s. f. 
ausscheiden lassen, so ergehen sich n Gruppen von je n Bedingungsglei- 
chungen, von denen die ite folgendermassen lautet: 

(6.) [^^,,/;,v_,,. - 0, [2^.1;,/;,]..,,. = 0, . . ., [j:^,,/;,],=,^ = o. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Verhältnisse der n^ Subdeterminanten 
An bis A„„ bestimmen, vorausgesetzt dass die Determinante 

V = lfm] (h*=-l, 2, .... n) 

für x = f . (« = 1, 2, . . ., «) verschwindet. 

Die mit V bezeichnete ganze Function von x wird im Allgemeinen 
den fiten Grad übersteigen, und da es nur darauf ankommt, n unter sich 
verschiedene Werthe f^ für x herauszugreifen, welche V zum Verschwinden 
bringen, so wird es mehrere Gruppen von Werthen s^ sowie a,;t geben, die 
alle dieselbe Transformation leisten, — Verschwindet V etwa fllr m ver- 
schiedene Werthe von x (m^n^ wobei aui^i unter sich gleiche Wurzeln 

vorkommen dürfen), so lassen sich ( ) verschiedene Gruppen f, und a,^ auf- 
stellen. Ist m<iny so kann die in Rede stehende Transformation nur an 
m Gleichungen des Systems (5.) vollzogen werden. 

Hat man nun für A^ bis A„„ die entsprechenden proportionalen Aus- 
drücke berechnet, so gewinnt man auch für die Elemente an^ proportionale 
Ausdrücke, indem man von dem Determinantensatz 

Gebrauch macht, unter A],, die Adjuncte von An, in Bezug auf das System 
\An\ verstanden. 

Bemerkt sei noch, dass auf System (1.) das allgemeinere 

(7.) Fvr'+2:f.,vt = 

K 

zurückkommt, in welchem F eine rationale ganze Function 

F = n(x-a,.y*' 



bedeutet. Die hierzu zweckdienliche Substitution ist: 
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(9.) 



(10.) 



= 
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X 

(8.) Vf — 3- (« = I, 2 ... »), 

V 

WO r die £i//ersche Gammafnnction bezeichnet. — 

Anwendung auf das hypergeometrische System zweiter Klasse: 

(yf'-'+(ai+6ia:)yr+(ci+rf,x)y? = 0, 

Nach der vorigen Darlegung entsteht hieraus 

Ur'+(a:-fO(«'.«r+/?230 = 0, 
wobei fi und c^ die Wurzeln der Gleichung 

bedeuten. Setzt man des Weiteren 

(11.) Z'i = (iC-f, — l)f?f = 1,2), 

so gelangt man zu 

K^'+«,(a?-6i-i)t^r+/5,(x-«2-i)t?j = 0, 

lf??+'+a,(a:-fi-l)f?f+/^2(a?-f2-l)«?J = 0, 
d. h. aber: Ein lineares Differenzengleichungssystem, in welchem die Reihen 
der zl mit einem Factor x—e^ behaftet sind, kann in ein solches umgesetzt 
werden, in welchem die Colonnen der t?f mit einem Factor a?— f^—l be- 
haftet sind. — Diese Bemerkung gilt offenbar auch für ein System mit 
n Gleichungen, und was im Besonderen das hypergeometrische System (12.) 
anlangt, so gewährt sie hier einen praktischen Nutzen. Denn gerade die 
Gleichungen (12.) sind es, welche nach Elimination einer der abhängigen 
Veränderlichen ©f oder <?' unmittelbar auf eine Differenzengleichung der 

P^rm 

A,v'''+{A,+B,xy+{A,,+B,,X'^C,,x')v' = 

führen, welche letztere durch die Gai/s^sche hypergeometrische Reihe voll- 
ständig integrirt werden kann. 

IL 

Zwei Sütze über die Determinanten der Integrale von linearen Differenzengleichungen. 

A.) Es seien y; (* = 1, 2, . . ., n) die particulären Integrale einer 
linearen Differenzengleichung »ter Ordnung 

(10 M = y'^''+Pn-^y'^''-'+'"+Piy''-'+Pur = o, 
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und man bezeichne die Determinante 



Hl • • • ifi 



»r--^ ... y:\ 



mit D% dann bestimmt sich letztere durch die lineare Diflferenzengleichung 
erster Ordnung 

(2.) D'^' = (-l)>oI>'. 

Dieser Satz folgt unmittelbar durch Elimination der Coefficienten /?,_, bis 
Pi aus den n Gleichungen 

und er ist das einfache Analogon des Abel-Lioumlle&chen Satzes für lineare 
Differentialgleichungen. 

Hieraus darf man aber nicht schliessen, dass der eine Satz den an- 
deren überflüssig mache. Es giebt Functionen einer Veränderlichen, die 
durchaus keiner algebraischen Differentialgleichung genügen, wohl aber 
einer algebraischen Diffcrenzcngleichung und umgekelirt. Auf solche Func- 
tionen wird sich eben entweder nur der erste oder nur der zweite Satz an- 
wenden lassen. — So genügt beispielsweise die Gammafunction einer sehr 
einfachen Difterenzengleichung, während sie, wie Herr Weierstrass bemerkt 
hat, nie das Integral einer algebraischen Differentialgleichung sein kann*). 
Auf diese Function würde also gerade unser Determinantensatz passen, und 
wir wollen daher auf diesen Fall kurz eingehen. 

Wir gehen von der Differenzengleichung 

aus, deren particuläre Integrale die Gestalt 

Ui -^ ^?'^'(^) (.= 1,2....«) 

haben, wobei e^ bis e„ die Wurzeln der Gleichung 6* = 1 bedeuten. Bilden 
wir die mit D' bezeichnete Determinante, so entlialten alle Kiemente von 
ein und derselben Colonnc die gleiche Gammafunction, und es ergiebt 
sich leicht: 



*) Vorgl. die Abhandlung „Ueber die Eigenschaft der Gammafunction, keiner alge- 
braischen Differentialgleichung zu genügen" von 0. Holder. Math. Aunalen Bd. XXVIII. 
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D' = (-l)C->w(f)/<^).../-(-^±^), 

Andererseits hat man nach (2.) 

D'^' = (~-l)«"^-^D^ 
also 

D' = (-ly'-^^'/fii-'/xx), 

unter K eine willkürliche periodische Constante verstanden. 

Setzt man x = nz und vergleicht die beiden für C gefundenen Aus- 
drücke, dann gelangt man zu dem bekannten Legendre-Gavss%(!\i%n Theorem 

r(a)/'(a+l).../-(H-^) = cn-"r(nz), 

wobei noch die Constante c in der gewohnten Weise zu bestimmen wäre 
und den Werth «*(27i)*^"-'> erhält. 

Eine andere Anwendung würde die sein, dass man eine der Gauss-- 
scheu totalen Differenzengleichungen zweiter Ordnung für die hypergeo- 
metrische Reihe herausgreift und mittelst ihrer beiden Particularlösungen 
die Determinante D' bildet und näher bestimmt, wodurch man sehr leicht 
auf gewisse für die hypergeometrischen Functionen charakteristische For- 
meln kommt. Indessen gilt hier im Gegensatz zu der vorigen Anwendung, 
dass diese Formeln auch mit Hülfe des Abelschen Determinantensatzes ge- 
funden werden können, weil die hypergeometrische Reihe bezüglich des 
vierten Elements einer Differentialgleichung genügt*). 

B.) Es sei 

(3.) yf = ^CkU-k (i,*-i. 2,..,,.) 

das vollständige Integralsystem eines Systems linearer simultaner Differen- 
zengleichungen 

(4.) yt^'+2:p;,yt = o,*=i,2,... n), 

und man bezeichne die Determinante |y?^| mit D', dann bestimmt sich letz- 
tere durch die lineare Differenzengleichung erster Ordnung 

(5.) D'^' = (^iy\p^,\D' (i,*= 1.2, ...*). 



*) Abel. „Sur quelques integrales definies'^. Dieses Journal Bd. II. 
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Dieser Satz*) folgt unmittelbar, wenn man in 

— I J/ik I 

die n^ Substitutionen 

welche infolge der Gleichungen (4.) vorhanden sind, einführt, denn dann 
erhält man nach der Multiplicationsregel der Determinanten 

z)'+' = (-i)"b«|.|yä|, 

d. h. die Gleichung (5.). 



*) Den analogen Satz für ein System linearer Differentialgleichungen hat Verf. in 
der Zeitschr. f. Math. u. Phys. Jahrg. XXX aufgestellt. 
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unter den Curven a^, a^, ..., a^ befindet. Ist dies aber nicht der Fall, 
so folgt aus I, da einerseits 627 61, «n andererseits 62, 0^, Ors •••? «a ^i^e 
vollständige Begrenzung bilden, dass auch 61 mit Oi, a^, a^, ..., a^ dies 
thut und demnach 61 die Curve a^ im Curvensystem von F ersetzen darf. 
Nun besitzen 61 und 62 zusammen zwei Schnittpunkte weniger mit q wie 
fli, diese Curve kann somit in allen Fällen durch eine andere ersetzt werden, 
! welche q in mindestens zwei Punkten weniger triift wie sie selbst. 

Durch fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens erhält man offen- 
bar auf F ein System geschlossener Curven, deren keine den beliebig ge- 
zogenen Querschnitt in mehr als einem Punkte schneidet. 

Sind nun in diesem System noch mehrere Curven vorhanden, welche q 
schneiden, so lassen sich durch ein dem eben angewandten völlig analoges 
Verfahren diese alle bis auf eine einzige durch andere Curven ersetzen, 
welche q nicht mehr schneiden. Man kann demnach, wenn in F ein be- 
liebiger Querschnitt q gezogen wird, das Curvensystem für diese Fläche 
stets so wählen, dass entweder 

1) keine seiner Curven q trifft, oder 

2) nur eine seiner Curven und diese nur in einem einzigen Punkte 
q schneidet. 

Daraus folgt unmittelbar, dass im ersten Fall der Querschnitt die 
Fläche F zerstückt und die Zusammenhangszahl des Flächensystems um 
eine Einheit erhöht, dass dagegen im zweiten Fall der Querschnitt die 
Fläche F nicht zerstückt und die Zusammenhangszahl des Systems um eine 
Einheit erniedrigt. 

Wenn nun ein aus k Flächen bestehendes Flächensystem durch v 
Querschnitte in p einfach zusammenhängende Flächen zerlegt wird, so 
müssen offenbar p — ft dieser Querschnitte Flächen des Systems zerstücken, 
während die übrigen ^'— (p — *) Querschnitte dies nicht thun. Die Zusammen- 
hangszahl p des Flächensystems nach der Zerschueidung wird demnach, 
wenn sie vorher gleich n war, gleich «+(p — *)— (^—p + Ä), es ist somit 

v—Q = n—2k 
und daher, wenn dasselbe Flächensystem ein anderes Mal durch v' Quer- 
schnitte in p' einfach zusammenhängende Flächen zerlegt wird: 

V—Q = V — p, 

w. z. b. w. 
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lieber die Grundlagen der Geometrie. 

(Von Herrn Wilhelm Killing in Braunsberg.) 



/jü der vorliegenden Abhandlung babe ich bereits früher einige 
Vorarbeiten herausgegeben, nämlich eine Arbeit, welche im Jahresbericht 
des Gymnasiums zu Brilon 1880 erschien, und eine zweite, welche dem 
Verzeichniss der Vorlesungen unseres Lyceums für den Winter 1884/85 
vorgedruckt ist. Einzelne Theile dieser Arbeiten sind, jedoch nicht ohne 
durchgreifende Aenderungen, in die vorliegende Arbeit aufgenommen; aber 
der grösste Theil, namentlich die letzten Paragraphen, ist ganz neu. 

Dass die Geometrie gewisse Sätze unbewiesen voraussetzen und dar- 
auf den Beweis für ihre weiteren Sätze stützen müsse, ist von je her an- 
erkannt. Aber ganz Entsprechendes gilt für die Begriffe. Die Bildung von 
Begriffen geschieht in der Geometrie durch Detinitionen, deren Wesen darin 
besteht, mehrere Begriffe zu einem einzigen neuen zu verbinden. Daraus 
folgt, dass auch die Bildung von Definitionen einmal ihre Grenze findet, 
und dass gewisse Begriffe, ohne selbst definirt werden zu können, allen 
Definitionen zugrunde liegen; sie mögen als Grundbegriffe der Geometrie 
bezeichnet werden. Damit dieser Name einem System von Begriffen bei- 
gelegt werden kann, hat dasselbe somit drei Bedingungen zu genügen: 
erstens muss jeder dieser Begriffe für die Geometrie nothwendig sein, zweitens 
muss das System nicht auf eine geringere Zahl zurückgeführt werden können, 
und drittens zur Gewinnung aller geometrischen Begriffe ausreichen. 

Mit der Aufstellung der Grundbegriffe ist aber die Möglichkeit von 
Definitionen keineswegs gegeben. Bevor man mehrere Begriffe in einer 
Definition zusammenstellt, muss die Möglichkeit erkannt sein, sie überhaupt 
zu verbinden, und weil die Verbindung einen neuen Begriff ergeben soll, 
darf die Verbindung nicht nothwendig sein. Ferner kann in vielen Fällen 
eine Definition nicht unmittelbar in voller Allgemeinheit aufgestellt werden, 
sondern benutzt einen Hülfsbegriff, der, wenigstens scheinbar, speciellen 
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Charakter liat; in diesen Fällen ist es nöthig, iiacliznweiBen, dasa der ueae 
Begriff wirklich allgemeine Gtiltigkeit besitzt. So erkennen wir, dasa jede 
Definition bereits gewisse Urtheile voraussetzt. Diejenigen ürtheile (Sätze), 
welche nicht durch beweise auf andere zurilckfUhrhar sind, bilden somit 
die Grundlage für die Definitionen und fUr die weiteren Urtheile; es möge 
gestattet sein, sie als Grundsätze der Geometrie zu bezeichnen. 

Bei der grossen Verschiedenheit der Ansichten, welche über die 
ersten Begriffe der Geometrie herrschen, habe ich es ftlr nöthig gehalten, 
bei Aufstellung der Grundbegriffe meine Anschauung näher zu begründen 
und mögliehen Missverstäiidnissen thuiilichst vorzubeugen, wobei ich mit 
dem Gestund iiiss nicht zurückhalten will, dass ich die Berechtigang der 
von mir aufgestellten Grundbegriffe und Grundsätze hauptsächlich in dem 
Umstände erblicke, dass mit ihrer Hülfe ein consequcnter Aufbau der Geo- 
metrie möglich ist. Zugleich verliebte ich mir aber nicht, dass jetzt noth- 
wendigerweise eine zweite Aufgabe an uns lieraiitritt, nämlich tiefer auf 
die innere Berechtigung dieser Begriffe und Urtheile einzugehen. Diese 
Aufgabe, welche immer erst einen späteren Fiatz eiunehmen kann, dürfte 
weniger der Mathematik angehörcii. Von dem philosophischen Gebiete 
habe ich aber geglaubt, mich ganz fernhalten zu sollen, so interessant es 
sicherlich gewesen wäre, weiiigstena einige Ausblicke anzubringen. 

Wenn ich aucli in § 2 alle Grundsätze unmittelbar neben einander 
stelle, so wtlrde ich es doch flir angemessener erachtet haben, die einzelnen 
tllr aicli in ihren Consequeiizen soweit zu verfolgen, bis sich die Hinzu- 
nahme weiterer als notliwendig erweist, flieran hinderte mich jedoch die 
Absicht, die Darlegung nicht breiter werden zu lassen, als bereits jetzt noth- 
wendig war. Bei grundlegenden Arbeiten wird eine gewisse Breite nicht 
zu nmgeiien sein. Bei Herleitung der Begriffe schien mir eine peinliche 
Ausführlichkeit angebracht; bei einigen Beweisen glaubte ich aber, es mit 
kurzen Andeutungen bewenden lassen zu können, um nicht gar zu weit- 
läufig zu werden. 

Diu ersten neun Paragraphen beschäftigen sich nur mit denjenigen 
Folgerungen, welche sich aus den sicbeti ersten Grundsätzen ergeben, und 
gelangen zu der überaus merkwürdigen Thatsache, dass das hierdurch be- 
stimmte Wissensgebiet wesentlich identisch ist mit einer fest begrenzten 
analytischen Theorie, nämlich der der endlichen transitiven Transfonnations- 
gruppen. Sollte man einen Mangel darin finden wollen, dass man nicht 
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unmittelbar die intransitiven Gruppen mit erhält, so möge man nur berück- 
sichtigen, dass die intransitiven Gruppen eben nicht in sich abgeschlossen 
sind und ein über die Gruppe hinausgehendes Grössengebiet voraussetzen. 
Andererseits führt aber die Theorie der transitiven Gruppen durch die in 
ihnen enthaltenen Untergruppen auf die intransitiven Gruppen, so dass letz- 
tere auch bei unserem Ausgangspunkte nicht ausgeschlossen sind. 

Gleichwie es ausserordentlich viele verschiedene transitive Gruppen 
giebt, so kann man auch ganz verschiedene in sich abgeschlossene Systeme 
aufstellen, welche den angegebenen Grundsätzen genügen. Alle diese 
zeigen, wie sie auf derselben Grundlage ruhen, in ihrem Aufbau wesent- 
liche Uebereinstimmung. Sie müssen demnach als Zweige einer einzigen 
Wissenschaft bezeichnet werden, und es wird passend sein, dieser einen 
eigenen Namen zu geben. Es liegt aber nichts näher, als diese Wissen- 
schaft eine „verallgemeinerte Geometrie" zu nennen und ihren Zweigen den 
Namen „Raumformen im allgemeinen Sinne" beizulegen, im Gegensatz zu 
den „eigentlichen Raumformen", welche durch den Grundsatz VIII be- 
stimmt werden und für den Fall dreier Dimensionen unserer Erfahrung 
genügen. 

Es dürfte überhaupt fraglich sein, ob der letzte Grundsatz mit den 
übrigen ganz auf dieselbe Stufe gestellt werden kann. Nach demselben 
soll bei der Ruhe eines Punktes weder ein zweiter jede beliebige Lage 
annehmen können, noch soll ein durch den ruhenden Punkt gehendes Ge- 
bilde nothwendig bei der Ruhe des Punktes in sich verbleiben. Während 
die übrigen Grundsätze ganz allgemein vorausgesetzt werden müssen, darf 
hier die postulirte Eigenschaft nur fttr einen einzigen Punkt angenommen 
werden und folgt dann für jeden andern. Somit begründet auch dieser 
Grundsatz nur eine gewisse Abtheilung in einem grösseren Gebiete. 

Für meine Ueberzeugung, dass die Geometrie im engeren Sinne nur 
als kleiner Theil in einem allgemeinen Wissens-Gebiete aufgefasst werden 
muss, spricht auch folgender Umstand. Wenn man, in Verfolgung eines 
P/öcÄerschen Gedankens, in einer eigentlichen Raumform eine gerade Linie, 
eine Ebene oder überhaupt ein Gebilde, welches bei allen Transformationen 
einer Untergruppe in sich verbleibt, als Element einer Raumform auffasst, 
so gelangt man im tiefsten Grunde nur zu einer andern Behandlung der- 
selben Raumform; auch zeigt das System, zu dem man auf diese Weise 
geführt wird, stets die Eigenschaften einer verallgemeinerten, aber nur in 
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den seltensten Fällen die einer eigentlichen Raamform. So wird man durch 
eine ganz einfache Operation, welche an einer eigentlichen Ranmform aus- 
geführt wird, auf die allgemeineren geführt. 

Endlich darf ich wohl zur Stütze meiner Ansicht auf eine zweidimen- 
sionale Kaumform aufmerksam machen, welche ich in § 13 näher charak- 
terisirt habe, und welche mit meinem achten Grundsatze vielleicht noch 
vereinbar ist. In derselben wird der Kreis durch eine gewisse Spirale er- 
setzt Herr von HelmholU, der, ohne ihre Gleichungen aufzustellen, sie 
genau beschreibt, schliesst sie durch das Postulat aus, dass bei der Ruhe 
eines Punktes ein zweiter sich in einer geschlossenen Linie bewege. Be- 
schränken wir uns aber auf Erfahrungen, bei denen nur Bewegungen in 
einer Ebene benutzt werden, so lässt sich die Unmöglichkeit einer solchen 
Raumform nicht erweisen; für den mehrdimensionalen Raum wird sie aller- 
dings von selbst ausgeschlossen. 

Bei der engen Beziehung, welche zwischen den verallgemeinerten 
Raumformen und den Transformations -Gruppen stattfindet, erachte ich es 
für nothwendig, auf die kleinen zwischen beiden Theorien bestehenden Unter- 
schiede hinzuweisen. Der eine beruht darin, dass in der Gruppe complexe 
Werthe der Variabein mit den reellen gleich berechtigt sind, in der Raam- 
form aber nicht, und dass infolge dessen zwei Gruppen als wesentlich iden- 
tisch (ähnlich) zu betrachten sind, wenn sie auch durch eine imaginäre 
Transformation in einander umgewandelt werden, während die entsprechen- 
den Raumformen wesentliche Verschiedenheiten zeigen. Ein zweiter Unter- 
schied ist der, dass zu derselben Gruppe mehrere Raumformen gehören 
können. Es giebt nämlich Fälle, in denen einem Punkte sowohl je ein 
einziges als auch mehrere Werthsysteme der Variabein beigeordnet werden 
können. Ich erinnere an die beiden Kaumformen positiver constanter Krüm- 
mung, welche für jede Zahl von Dimensionen möglich sind (dieses Journal 
Bd. 83 S. 72). 

In § 9 habe ich einen Ueberblick über die Theorie der Transfor- 
mations-Gruppen gegeben. Dabei musste ich vor allem solche Partieen 
berücksichtigen, welche in den folgenden Paragraphen Anwendung finden 
oder doch geeignet sind, das Verständniss der darin benutzten Beweise zu 
erleichtern. Angaben darüber, wo der einzelne Satz zuerst aufgestellt sei, 
oder wo man seinen einfachsten Beweis finde, habe ich ganz ausgeschlossen. 
Die Litteratur auf diesem Gebiete ist ja noch ziemlich klein. Für § 9 
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kommt es vor allem auf den ersten Band der „Transformations-Gruppen" 
des Herrn Lie (Leipzig 1888) an; daneben vergleiche man eine Arbeit des 
Herrn Schur im 35. Bande der Annalen und endlich meine eigenen Arbeiten, 
namentlich diejenigen, welche in den Bänden 31 — 36 der Annalen veröffent- 
licht sind. Wenn ich mich in § 8 bei Entwicklung des Begriffs der Trans- 
formations-Gruppen recht eng an Herrn Lie angeschlossen habe, so leitete 
mich vor allem das Bestreben, die volle Uebereinstimmung um so deutlicher 
hervortreten zu lassen. Auch hätte ich in § 10 erwähnen können, dass 
Herr Lie bereits mehrfach die lineare Gruppe in Betracht gezogen hat, 
durch welche die Bewegung der einem festen Punkte unendlich nahen 
Punkte bestimmt wird. 

Die vier letzten Paragraphen sind den eigentlichen Raumformen ge- 
widmet. Wie Herr von Helmholtz von gewissen Eigenschaften der Bewegung 
ausgeht und dadurch zuerst auf die wahre Grundlage der Geometrie hin- 
gewiesen hat, setze auch ich Eigenschaften der Bewegung voraus, und zwar 
betrachte ich ebenfalls die Drehung eines Körpers um einen festen Punkt. 
Meine Voraussetzung führt mich dann auf eine Invariante zwischen den 
Coordiiiaten zweier Punkte, also auf eine Abstandsfunction im Sinne des 
Herrn Weierstrass. Indem ich die beiden Punkte unendlich nahe an ein- 
ander rücken lasse, vertritt die Invariante Riemanm Ausdruck für das Qua- 
drat des Bogenelementes, und ich weise nach, dass derselbe in den Diffe- 
rentiaj^n homogen linear vom zweiten Grade ist. Denselben behandle ich 
in zweifacher Weise, einmal im Anschluss und unter Benutzung der Unter- 
suchungen, welche in diesem Journal von den Herren Christoffel (Bd. 70) 
und Lipschitz (Bd. 70 — 72) angestellt worden sind. F^ndlich wende ich die 
Theorie der Transformations- Gruppen an und gelange dadurch zu einer 
recht einfachen und elementaren Herleitung der eigentlichen Raumformen. 

Zum Schluss sei noch folgende Bemerkung gestattet: Bei den eigent- 
lichen Kaumformen tritt die wichtige Erscheinung auf, dass niemals ein 
Körper oder ein Grenzgebilde mit einem seiner Theile zur Deckung ge- 
bracht werden kann. Bei meinem Grundsatz VIII (und ebenso bei den 
Voraussetzungen des Herrn eon HelmholU) stellt sich diese Thatsache als 
ein Lehrsatz dar, der bewiesen werden kann. Man kann auch versuchen, 
diese Eigenschaft zur Grundlage zu wählen; nur muss man sie dann nicht 
bloss für Körper, sondern auch für sämmtliche Grenzgebilde machen. Ob 
es dann gelingt, die Bewegung ganz zu entbehren, kann ich noch nicht 
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übersehen; jedenfalls würde die DurchflÜirung grosse Schwierigkeiten bieten. 
Auch hieraus geht hervor, dass es in der Geometrie besonders auf Lagenbezie- 
hungen ankommt, oud dass GrössensHtze immer erst die zweite Stelle einnehmen. 

§1- 

Als Grundbegriffe der Geometrie stellen wir folgende auf: 

Feste Körper, Theile eines Körpers^ Raum, Theile eines Raumes, einem 
Raum einnehmen (decken), Zeit, Ruhe, Bewegung. 

Die Alten glaubten bekanntlich, die Bewegung sei der Geometrie 
fremd, und sie machten infolge dessen die gröasten Anstrengungen, auch 
aas den geometrischen Beweisen den Gebrauch der Bewegung ganz zu ver- 
bannen. Aber es ist ihnen keineswegs gelangen, ohne Bewegung auszu- 
kommen. Wenn Euklid die CongruenzaHtze des Dreiecks und manche Sätze 
über den Kreis beweist, so benutzt er die Bewegung ganz offenkundig; 
selbst der Gebrauch des Zirkels in denjenigen (Jonstnictions-Aufgabeii, welche 
als Existeuzbeweise dienen, kommt meistens auf Bewegung hinaus; endlich 
ist in sehr vielen Fällen, wo Euklid seine Grüssensätze benatzt, der tiefere 
Grund in der Bewegung zu suchen. Sobald aber ein Satz, dessen Beweis 
unter Anwendung der Bewegung geführt wird, beim Beweise eines anderen 
Satzes benutzt wird, stützt sich auch der letztere auf Bewegung; daraus, 
dass mancher Beweis nur die Oongruenzsätze der Dreiecke in Anwendung 
■bringt, darf daher keineswegs gefolgert werden, dass fllr denselben die Be- 
wegung überflüssig sei. Vielmehr wird man zugeben müssen, dass die directe 
Anwendung der Bewegung in sehr vielen Fällen die Beweise einfacher, 
natürlicher and übersichtlicher macht. Könnte die Bewegung in der Geometrie 
wirklich entbehrt werde», so würden die Versuche der Alten ganz gewiss 
einen besseren Erfolg gehabt haben. 

In neuerer Zeit sagt man vielfach, es komme nicht auf die Bewegung 
der Körper, sondern auf die Vergleichung verschiedener Raamtheile an. 
Dieser Gedanke liegt um so näher, da grossartige Fortschritte, welche die 
Geometrie in letzter Zeit gemacht hat, gerade dadurch herbeigeführt worden 
sind, dass man die Vergleichung in der verschiedensten Weise zugelassen 
hat. Man übersieht aber hierbei, dass die verschiedenen Arten der Ver- 
gleichung einer gesonderten Herleitung bedürfen, und dass sich alle aui 
der Congraenz herleiten lassen. Auch kommt es der Geometrie an und fitr 
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sich nur auf die begrifflichen Operationen an, und es ist ihr gleichgültig, 
welche Vorstellungen mit den Begriffen verbunden werden. Man darf daher 
ohne Zweifel eine gewisse Vergleichung von Raumtheilen an die Spitze der 
Geometrie stellen; aber diese Vergleichung muss identisch sein mit derjenigen, 
welche durch die Bewegung von starren Körpern vermittelt wird. Indessen 
gelangt der Geist zu der Vergleichung von Raumtheilen zunächst durch 
die Bewegung fester Körper; dann erst wird dieselbe durch die Benutzung 
von Auge und Hand (also im wesentlichen auch durch Bewegung) ver- 
mittelt; und wenn schliesslich auch hiervon Abstand genommen wird, so 
recurrirt man wenigstens indirect auf die angegebenen HUlfsmittel. Schon 
ans diesem Grunde ist es am natürlichsten, den festen Körper als Grund- 
begriff für die Geometrie beizubehalten. Man versuche es nur einmal, die 
grundlegenden Sätze ohne Benutzung des Begriffs von festen Körpern aus- 
zusprechen, und man wird erkennen, wie schwierig dies ist. und wie sehr 
die Natürlichkeit darunter leidet. 

Mit der Bewegung ist ihr Gegensatz, die Ruhe, mitverlangt; dann 
kann aber der Begriff der Zeit nicht entbehrt werden. Die Nothwendigkeit 
der Theilung ist von je her anerkannt. 

Dabei müssen wir jedoch zugestehen, dass einige dieser Begriffe mehr 
den Charakter von Hülfsbegriften haben. Das gilt vor allem von der Zeit, 
betreffs deren für die Geometrie nur das „zugleich, vorher und nachher" nicht 
entbehrt werden kann. Auch der feste Körper wird nicht an sich gebraucht, 
sondern nur insofern, als mit seiner Hülfe weitere Begriffe hergeleitet werden. 

Wir können uns nicht mit dem Nachweis befassen, dass es unmög- 
lich ist, die angegebenen Begriffe auf eine geringere Zahl zurückzuführen. 
Wenn man die bisher gemachten Versuche, Definitionen von den aufgestell- 
ten Begriffen zu liefern, irgend genauer ansieht, so wird man sicherlich zu 
der Ueberzeugung gelangen, dass es sich nur um Erläuterung, nicht um 
eine strenge Definition handelt. Wenn z. B. ein fester Körper als ein solcher 
definirt wird, für welchen die Grösse und die Gestalt ungeändert bleiben, 
80 treten an die Stelle des einen Grundbegriffs „fester Körper" zwei neue, 
nämlich „Grösse" und „Gestalt eines Körpers", deren Erläuterung noch mehr 
Mühe macht, als die des ursprünglich gegebenen Begriffs. 

Somit bedarf es nur noch des Nachweises, dass die aufgestellten 
Begriffe für die Geometrie genügen, und dieser Nachweis kann nur durch 
den wirklichen Aufbau geführt werden. 
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§ 2. 

Grundsätze der Geometrie. 

Die Ausdehnung nnd die Undarchdringlichkeit der Körper mttasen 
anch in der Geometrie an erster Stelle genannt werden; wir fassen sie zu 
einem Grundsatz zusammen. 

I. Jeder Körper nimmt zu jeder Zeit einen Raum ein ; den eon einem 
Körper eingenommenen Raum kann nicht gleichzeitig ein zweiter Körper decken. 

Die Geometrie bedarf der unbegrenzten Theilung eines jeden Körpers. 
Aber die geometrische Theilung ist von der mechanischen wesentlich ver- 
schieden, indem letztere die Theile von einander trennt, während bei der 
geometrischen Theilung die Theile als dem Ganzen anhaftend gedacht 
werden können. Wenn z. B. zwei Lagen desselben Körpers einen Kaum- 
theil gemeinschaftlich haben, in einem andern aber nicht Übereinstimmen, 
so ist dadurch geometrisch eine Theilung des Körpers ausgeführt; man 
unterscheidet denjenigen Theil des Körpers, dessen zweite Lage von dem 
Körper in der ersten Lage noch mit eingenommen wurde, von demjenigen 
Theile, dessen zweite Lage der ersten Lage des Körpers nicht angehört 
Demnach ist die Forderung einer unbegrenzten geometrischen Theilung mit 
der physikalischen Annahme von Molekeln und Atomen ganz vereinbar. 

IL Jeder Raum (Körper) kann getheiü werden; jeder Theil eines 
Raumes (Körpers) ist wiederum ein Raum (Körper); ist A ein Theil eon B, 
und B ein Theil von C, so i^t auch A ein Theil von C, wo man unter A, B, C 
sowohl Räume als Körper verstehen kann. 

Die Unabhängigkeit des Raumes von dem ihn einnehmenden Körper 
führt zu folgendem Grundsatze: 

III. Jeder Körper kann bewegt werden; wenn ein Körper zu irgend 
einer Zeit den früheren Raum eines zweiten Körpers deckt, so kann er zur 
Deckung mit jedem Raum gebracht werden, welchen der zweite zu irgend einer 
Zeit einnimmt. 

Dieser Grundsatz erlaubt die Definition der Congruenz für Räume 
und für Körper, indem er diesen Begriff von der Zeit, und für Räume von 
dem benutzten Körper, dagegen für Körper von dem benutzten Räume un- 
abhängig macht So werden wir zwei Räume als congruent bezeichnen, 
wenn derselbe Körper beide Räume decken kann; ebenso können congru- 
ente Körper zur Deckung desselben Raumes gebracht werden. Der von 
einem Körper eingenommene Raum wird mit Rücksicht auf die Beweglich- 
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keit des Körpers als seine Lage bezeichnet. Diesem Grundsatz entsprechend, 
sieht die Geometrie ganz von dem Stoffe der Körper ab; nur in diesem 
Sinne darf der zuweilen gebrauchte Ausdruck verstanden werden, die Geo- 
metrie betrachte den Raum als leer. 

lY. Jeder Körper lässt sich so bewegen, dass ein Theil desselben mit 
einem Theile eines beliebigen Raumes zur Deckung gelangt, 

M sei der gegebene Raum, etwa bestimmt durch einen Körper m, 
welcher ihn zu einer bestimmten Zeit eingenommen hat ; a sei der bewegte 
Körper, A der Raum, welchen er nach der in diesem Grundsatz geforderten 
Bewegung deckt; dann sind vier Fälle möglich: A und M sind vollständig 
identisch, oder A ist ein Theil von M, oder M ist ein Theil von A, oder 
viertens A und M haben einen Theil gemeinschaftlich, während ein Theil 
von A nicht zu M und ein Theil von M nicht zu A gehört. Wenn einer 
dieser vier Fälle angenommen wird, ohne dass entschieden werden soll, 
welcher es ist, so möge von theilweiser Deckung gesprochen werden. 

A sei eine Lage eines Körpers a, welche mit einem Räume M keinen 
Theil gemeinschaftlich hat; dagegen soll a auch eine Lage Ai erhalten 
können, welche ganz ein Theil von M ist; dann giebt es für denselben 
Körper a auch eine Lage A von der Beschaffenheit, dass ein Theil von 
A dem Räume M angehört, ein anderer Theil von A' aber nicht; bei jeder 
Bewegung, welche den Körper a von A nach Ai überfuhrt, erlangt er eine 
Lage, wie sie flir Ä angegeben wurde. Diesem Satz geben wir folgenden 
Ausspruch : 

y. Wenn ein Körper vor seiner Bewegung keinen Theil mit einem 
Räume gemeinschaftlich hat, aber nach derselben diesem Räume ganz ange- 
hört, so erlangt er bei seiner Bewegung eine Lage, in welcher nur ein Theil 
von ihm dem Räume angehört. 

Der Raum A sei beliebig in die beiden Theile M und iV zerlegt; 
dann lässt sich immer ein Körper k bestimmen und mit demselben eine 
Bewegung ausführen, welche folgenden Bedingungen genügt: bei Beginn 
der Bewegung soll k einen Theil von M, am Ende derselben einen Theil 
von iV decken, und während der Bewegung soll k und jeder Theil von k 
immer dem Räume A angehören. Dies liefert den Grundsatz: 

VI. Wenn ein (zusammenhängender) Raum A in irgend zwei Theile 
M und N zerlegt ist, so lässt sich immer ein Körper k bestimmen, welcher so 
bewegt werden kann, dass während der Bewegung kein Theil des Körpers den 
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Raum A terlässty und k bei Beginn der Bewegung einen Theü eon M und 
am Schluss derselben einen Theil von N deckt. 

Wenn ein Raum A in zwei Theile M und N zerlegt ist, so nennen 
wir diese beiden Theile zusammenhängend. Ueberhaupt bezeichnen wir 
zwei Räume als zusammenhängend, wenn sie nach dem vorangehenden 
Grundsatz als die Theile eines einzigen Raumes betrachtet werden können. 
[Erläuternd möge bemerkt werden, dass hiernach zwei Raumtheile des drei- 
dimensionalen Raumes nur dann als zusammenhängend (einen einzigen 
Raum bildend) betrachtet werden dürfen, wenn sie in einer Fläche zu- 
sammenstossen ; dass aber bei Zusammenstoss in einem Punkte oder längs 
einer Linie dieser Ausdruck nicht gestattet sein soll]. 

YII. Sobald ein Theil a eines festen Körpers wieder in eine solche 
Lage kommt, dass jeder Theil von a in theilweise Deckung mit seiner An"- 
fangslage gelangt, so erhält jeder Theil des Körpers seine Anfangslage wieder. 

Hiernach nimmt der Begriff Lage eine genauere Bedeutung an, als 
demselben durch den Grundsatz III gegeben wurde. So sind zwei Lagen 
desselben Körpers nur dann als identisch zu bezeichnen, wenn nicht nur 
der Körper als Ganzes, sondern auch jeder beliebige Theil desselben beide- 
mal denselben Raum deckt. 

Den folgenden Grundsatz sprechen wir zunächst in einer etwas un- 
genauen Form aus: 

Zerlegen wir einen Körper in zwei Theile m und n und bewe- 
gen wir ihn so, dass m in theil weiser Deckung mit seiner Anfangslage 
bleibt, so kann n nicht in theilweise Deckung mit jedem Räume gebracht 
werden; dagegen beschreibt jetzt n einen Raumtheil, in dessen Innerem m 
gelegen ist. 

Das Wort „Inneres^^ bedarf noch einer Erläuterung; deshalb sprechen 
wir den Satz in folgender Form aus: 

VIII. Ein Körper a bestehe aus den beiden TheUen m und n; m 
decke in der Anfangslage den Raum M. Soll bei einer Bewegung m in theil^ 
weiser Deckung mit M bleiben, so kann man immer einen Raumtheil P so 6e- 
stimmen, dass bei der angegebenen Bewegung n mit demselben nicht in theil^ 
weise Deckung gelangen kann. Bewegt man aber einen Körper k so, dass er 
bei Beginn der Bewegung mit einem solchen Räume P und bei Schtuss der^ 
selben mit M in theilw eiser Deckung ist, so muss er nothwendig bei der Be^ 
wegung auch in theilweise Deckung mit einem Räume gelangen, den n bei der 
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bezeichneten Bewegung einnehmen kann. Dies gilt für jeden Körper und bei 
jeder beliebigen Theilung desselben. 

Wir haben jetzt nachzuweisen, das8 die anfgestellten Grandsätze von 
einander unabhängig sind. Dass keiner der späteren Grundsätze in einem 
früheren enthalten ist, ergiebt sich daraus, dass die früheren Sätze auch fUr 
solche Vorstellungen gelten, welche mit den folgenden nicht vereinbar sind. 
„Einen Raum einnehmen^^ ist verbunden mit dem „Bestehen aus einem Stoffe^'; 
ebenso zerlegt die Theilung eines Körpers auch den Stoff; aber die Mög- 
lichkeit, denselben Raum zu decken, erfordert nicht die Gleichartigkeit des 
Stoffes; daher folgt der Grundsatz III nicht aus den Sätzen I und II. Im 
zweiten Satze könnte „theilen^^ durch „zusammenfügen^^ und „einen Theil 
bilden^' durch „in sich fassen^^ ersetzt werden; aber diese Vorstellung fällt 
bei IV weg. Während III und IV nur das Ergebniss einer Bewegung be- 
trachten, stellt V den Verlauf derselben dar, indem ihr die Stetigkeit bei- 
gelegt wird. Alle diese Sätze bleiben bestehen, wenn man einen einzelnen 
Körper durch eine Zusammenstellung mehrerer Körper und einen Raum 
durch eine Zusammenstellung getrennter Räume ersetzt, eine Vorstellung, 
welche durch VI ausgeschlossen wird. Ebenso kann man mit den sechs 
ersten Sätzen die Vorstellung von flüssigen und luftförmigen Körpern ver- 
binden; erst VII fügt die feste Verbindung der einzelnen Theile hinzu. Dass 
aber dann auch der Grundsatz VIII nicht überflüssig ist, sondern erst die 
Begriffe von Grösse und Gestalt liefert, wird die weiter folgende Darlegung 
recht deutlich hervortreten lassen. Umgekehrt sieht man aber auch, dass 
die vorangehenden Sätze nicht durch spätere überflüssig gemacht werden. 
Ich will den Nachweis nicht im Einzelnen durchführen, sondern nur bemerken, 
dass die späteren Sätze fast immer einen von den früheren bereits voraus- 
setzen, also über den Inhalt der früheren hinausgehen. 

Den Nachweis dafür, dass die aufgestellten Sätze für die Geometrie 
nothwendig, aber auch hinreichend sind, muss die folgende Entwick- 
lung liefern. 

§3. 

Unabhängigkeit der Untersuchung von dem benutzten Kurper. 

Als einen einzigen Raum können wir zunächst den von einem ein 
zigen Körper gedeckten Raum ansehen; wir können aber auch alle Lagen 
zusammenfassen, welche ein Körper während irgend einer Bewegung erlangt. 

17» 
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Das erkennt man in folgender Weise: Sind A and M irgend zwei Lagen 
desselben Körpers a, so kann man von den Lagen, welche a bei der TOn 
A nach M führenden Bewegung erlangt, eine solche Reihe aaawShlen, dass 
jede derselben mit der vorangehenden nnd nachfolgenden einen Tbeil ge- 
meinschaftlich hat; sind diese Lagen B, C, D, E, . . ., so soll B mit A and 
C, C mit B nnd D, D mit C und E je einen Theil gemeinschaftlich haben. 
Dem neu betrachteten Theile S soll jeder Raum A, B, C, . . . M angeböreii; 
aber man sieht davon ab, dasa ein gewisser Theil von A auch B ond ein 
gewisser Theil von B auch C angehört n. s. w. Jeder Raum A', welchen 
a bei der betrachteten Bewegung einmal einnimmt, soll ein Theil Ton 8 
sein; überhaupt soll ein Raumtheil R dem Räume S angehören, wenn jeder 
Theil von R mit dem Körper a während dessen Bewegung in theilweise 
Deckung gelangt. Dann erkennt man nnmittelbar, dass auch für den Raam 
S die oben angegebenen Gesetze gelten. 

Den hier angegebenen Process kann man aber unbegrenzt fortsetzen. 
Man betrachte eine zweite Bewegung, welche den Körper a ans der früheren 
Anfangslage A nach irgend einer andern Lage M" führt SchlieBsHch darf 
man die Zusammenfassung aller Lagen, welche ein Körper ttberhaapt er- 
langen kann, als Raum bezeichnen. Eine leichte Anwendung der aufgestell- 
ten Grundsätze zeigt, dass es durchaus gleichgültig ist, von welchem KSrper 
und von welcher Lage desselben man ausgeht; die Forderung, den ange- 
gebenen Process unbegrenzt fortzusetzen und die Vereinigung der gedeckten 
Ränme als „den Raum" im absoluten Sinne zu bezeichnen, macht uns von 
den angegebenen Besonderheiten unabhängig. Wenn das Wort Raum in 
diesem Sinne gebraucht wird, so bezeichnet man den von irgend einem 
Körper zu einer bestimmten Zeit eingenommenen Raum als Raumtheil. 

Auch für die Bewegung kann man sich von dem benutzten Körper 
unabhängig machen. Es seien a und b irgend zwei Theile desselben festen 
Körpers. Für a seien zwei Lagen A und Ä vollständig bestimmt in dem 
beim Grundsatz VII angegebenen Sinne, dass auch für jeden Theil von a 
sowohl die erste wie die zweite Lage angegeben ist. Da b demselben festen 
Körper angehört, ist hierdurch (nach VII) auch für b sowohl die erste als 
die zweite Lage vollständig bestimmt. Jetzt gebe ich irgend einem Theile 
b' dieses Körpers die Lage B oder lasse ihn auch nur einen Theil von B 
einnehmen; dann erlangt ein weiterer Theil c zugleich eine festbestimmte 
Lage C. Bringe ich jetzt b' in die Lage B', so wird auch c eine ganz 
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bestimmte Lage C annehmen. Den Räumen A, B, C (und jedem Theile 
derselben) sind jetzt die Räume A\ B\ C (und entsprechende ihrer Theile) 
so zugeordnet, dass, wenn Theile desselben festen Körpers in der ersten 
Lage je die Räume A^ B, C decken, dieselben Theile in der zweiten Lage 
je die A, V, C einnehmen. Die hier gefundene Zuordnung der Räume C 
und C ist aber unabhängig von der im vorliegenden Falle benutzten £in- 
schiebung von B und B'; man würde zu C denselben Raumtheil C zuordnen, 
wenn man andere Zwischenglieder gewählt hätte. Indem man in gleicher 
Weise weitergeht, muss es möglich sein, zu jedem beliebigen Raumtheil M 
zu gelangen und diesem einen ganz bestimmten anderen Raumtheil Iff zu- 
zuordnen. Die Art dieser Zuordnung ist ganz unabhängig von den benutzten 
Zwischengliedern ; wäre man umgekehrt von der Zuordnung von M und Vt 
ausgegangen, so würde man auch für die übrigen Raumtheile zu derselben 
Zuordnung gelangt sein, speciell hätte man dem A das A zugeordnet. 
Wenn ferner ein Theil eines festen Körpers in seiner ersten Lage den 
Raum M deckt, so giebt es eine zweite Lage, in welcher M' von demselben 
Theile gedeckt wird, und jedem Räume, welchen irgend ein anderer Theil I 
dieses Körpers in der ersten Lage deckt, entspricht bei der obigen Zuord- 
nung deijenige Raum, welchen der Theil I in seiner zweiten Lage einnimmt. 

Dadurch sind wir von dem bewegten Körper ganz unabhängig ge- 
worden: die beiden Lagen des Körpers haben uns eine Zuordnung geliefert, 
wo jedem Raumtheile ein ganz bestimmter zweiter Theil entspricht Die 
Gesetze dieser Zuordnung im Einzelnen anzugeben, wird nicht nöthig sein. 
Zudem werden wir der Einfachheit wegen im Folgenden bei Herleitung 
weiterer Gesetze uns auch ferner der Vermittelung von Körpern bedienen; 
wir brauchen aber nicht mehr ausdrücklich hervorzuheben, dass die Wahl 
des Körpers für das Resultat ohne Einfluss ist. 

Wenn eine Bewegung eines Körpers a gegeben ist, so kann man 
ihr für jeden andern Körper m eine ganz bestimmte Bewegung zuordnen. 
Deckt nämlich irgend ein Theil von m in der Anfangslage einen Raum, 
den ein Theil von a in seiner Anfangslage annimmt (dabei wird vorausge- 
setzt, dass die Bewegungen nicht gleichzeitig erfolgen), so lasse man diesen 
Theil von m dieselbe Bewegung machen , welche jener Theil von a ge- 
macht hat; dadurch wird eine bestimmte Bewegung von m angegeben. Wenn 
aber die Anfangslage von m keinen Theil mit der von a gemeinschaftlich 
hat, so schalte man gewisse feste Körper ein und bestimme für diese der 
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Keihe nach die zugeordnete Bewegung. Indem wir anstelle von m immer 
andere Körper wählen, erhalten wir eine „stetige Folge" (welcher AoBdrack 
hier nicht näher erklärt werden soll) von Zuordnungen; eine solche be- 
zeichnet man wohl als „Bewegung des Raumes". Dieser Änsdrock ist an 
sich durchans unstatthaft, da der Raum im Gegensatz zu den Körpern als 
unbeweglich vorausgesetzt werden rouss. Aber andererseits wird schwer- 
lich jemand in Versuchung kommen, ihn wörtlich zu verstehen; zudem 
druckt er ganz deutlich ans, dass die Untersuchung von dem bewegten 
Körper unabhängig ist, und dass ftlr die Folge deijenigen Zuordnungen 
eines jeden Raumtheiles zu einem bestimmten andern, welche im Vorste- 
henden entwickelt sind, dieselben Gesetze gelten, wie für die Bewegung 
starrer Körper. Deshalb wird der Ausdruck „Bewegung des Raumes" un- 
bedenklich angewandt werden dürfen. 

Directe Anwendungen von den Ergebnissen dieses Paragraphen wer> 
den in den zunächst folgenden Paragraphen zwar nicht gemacht werden; 
dennoch glaubte ich, die durchgeführten Entwicklungen schon an diese Stelle 
setzen zu sollen. 

§ 4, 

l)ie l)r<>nzge bilde und die Zuhl der IHmensionen einer Raumform. 

Wenn ein Körper k in theilweiser Deckung mit einem Räume ist, 
so gilt dasselbe hei jeder Theilung von k mindestens für einen der erhal- 
tenen Theile. Für einen Körper, welcher mit mehreren Räumen in gleich- 
zeitiger theilweiser Deckung ist, untersuchen wir demnach auch nur die 
Möglichkeit, dass hei beliebiger Zerlegung ein Theil mit denselben Räumeu 
in theilweiser Deckung verbleibt 

Zerlegen wir einen Raum A in zwei Theile B und C, so Ittsst sich 
jeder Körper k in gleichzeitige theilweise Deckung mit B und C bringen. 
Für nnsern Zweck genUgt es, anzunehmen, dass jeder Theil von k dem 
Räume A angehört. Sollte das nämlich nicht der Fall sein, so wUrden 
wir immerhin erreichen können, dass ein Theil k' von k ganz im Räume 
A liegt und zugleich in theilweiser Deckung mit B und C ist; in diesem 
Falle betrachte man anstelle von k nur den genannten Theil f. Mit diesem 
Körper nehme man weitere Theilnngen vor. Eine solche könnte darin be- 
stehen, dass wir den dem Uanme B angehörigen Theil von k als den 
einen und den dem Räume C angehörigen als den andern Theil be- 
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tracbten. Von dieser ganz besonderen Zerlegung sehen wir vorläufig ab. 
Bei jeder andern wird man aber mindestens einen Theil erhalten, welcher 
mit B und C zugleich in theilweiser Deckung ist. Wir sagen in diesem 
Falle, k liege auf der Grenze von B und C. 

Von B können wir solche Theile abtrennen, welche nicht mit C 
zusammenhängen. So sei B in B' und B^' zerlegt, wo B'^ nicht aber ß'' 
mit C zusammenhängt. Dann muss k in der angegebenen Lage mit B' 
und C in gleichzeitiger theilweiser Deckung sein. Dasselbe gilt, wenn wir 
von C einen Theil C" abtrennen, welcher nicht mit B Zusammenhang be- 
sitzt Ebenso dUrfen wir natürlich zu B beliebige Theile hinzufügen, 
welche nicht mit C zusammenhängen, so dass wir von den gerade gewähl- 
ten Raumtheilen B und C in mancher Beziehung unabhängig sind. 

Wir sind von einem Räume A ausgegangen und haben denselben in 
zwei Theile B und C zerlegt; von B trennen wir beliebige Theile ab, welche 
nicht mit C zusammenhängen, und entsprechende Theile trennen wir von C 
ab. Bei dieser Abtrennung wird der übrigbleibende Theil entweder stets 
einen einzigen Raum bilden oder in mehrere Räume zerfallen. Im ersteren 
Falle lassen wir die Grenze aus einem, im letzteren aus mehreren Grenz- 
gebilden bestehen. (BC) stellt demnach ein einziges Grenzgebilde dar, wenn 

a) die Räume B und C einen einzigen Raum bilden, und 

6) nach Abtrennung solcher Theile von B, welche nicht mit C zu- 
sammenhängen, der übrigbleibende Theil stets einen einzigen Raum bildet. 
Besteht die Grenze aus mehreren Gebilden, so kann man jedes einzelne 
für sich bestimmen. 

Da dieselbe Theilung, welche hier für einen Raum durchgeführt ist, 
auch bei einem Körper vorgenommen und die Definition der Grenzgebilde 
hierauf übertragen werden kann, so ergiebt sich die Möglichkeit, von der 
Bewegung eines Grenzgebildes zu sprechen. Dasselbe gilt auch fUr die 
weiteren, im Folgenden zu definirenden Grenzgebilde und soll deshalb bei 
ihnen nicht wieder erwähnt werden. Auch wollen wir im folgenden Para- 
graphen manche Definitionen und Lehrsätze nur für den Fall aussprechen, 
dass die Grenzgebilde durch Theilung eines Raumes erhalten werden, ohne 
die Veränderungen anzugeben, welche noth wendig sind, wenn man die 
Grenzgebilde durch Theilung eines Körpers entstanden denkt. 

Für ein Grenzgebilde (ßC) ergeben sich zwei Fälle: entweder wird 
jede Theilung von C nur einen einzigen Theil ergeben, welcher mit B 
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zasammenbängt, oder man kann C so in zwei Theile zerlegen, daas jeder 
mit B einen zusammenhängenden Ranm bildet. Im ersten Falle wird jeder 
Körper, welcber auf dem Grenzgebilde liegt, in tbeilweiser Deekong Bein 
mit dem Räume, welchen irgend ein anderer Körper bei einer früheren der- 
artigen Lage eingenommen hat. Darch Bewegung ergiebt sich, dass jeder 
Raum, in welchen ein Körper durch Bewegung gelangen kann, dieselbe 
Eigenschaft hat Wir sind hierdurch zu zwei gleichberechtigten Möglich- 
keiten geführt; gilt eine dereelben fQr einen speciellen Kanmtheil, so moBS 
sie ftlr jeden Thetl des Raumes besteben. Die im vorigen Paragraphen 
definirte Bedentung des Wortes Raum im absoluten Sinne l&sst also noch 
mehrere Möglichkeiten zu ; wir bezeichnen jede derselben als Ranmform und 
nnterscheiden zunächst einfach und mehrfach ausgedehnte Ranmformen, Ranm- 
formen von einer und von mehreren Dimensionen. Bei einer eindimensio- 
nalen Raumform wird, nachdem ein Ranmtheil A in zwei Tfaeile B und C 
zerlegt ist, jede weitere Zerlegung von B nur einen einzigen Ranmtheil 
ergeben, welcber mit C zusammenhängt. (Bei dieser Definition ist allerdings 
ein specieller Ranmtheil A und eine besondere Zerlegung benutzt; aber es 
zeigt sich sofort, dass dieselbe Eigenschaft fQr jeden anderen Ranmtheil und 
jede andere Zerlegung gilt) 

Lässt sich, indem man auter (BC) ein einziges Grenzgebilde versteht, 
B in zwei Theile D nnd E zerlegen, welche beide mit C zusammenhängen, 
Bo wird sowohl (CD) als (C£) ein einziges Grenzgebilde darstellen. Jetzt 
kann man jeden Körper h so bewegen, daes er in gleichzeitige theilweise 
Deckung mit allen drei Theilen C, D, E gelangt. Dabei soll deijenige 
Theil, welcber in C liegt, sowohl mit dem in D wie mit dem in E liegenden 
zusammenhängen, nnd dasselbe soll für die in D nnd E liegenden Theile 
gelten. Zugleich wird, nachdem k diese Lage erhalten bat, jede beliebige 
Theilung von k uothwendig mindestens einen Theil ergeben, welcher ent- 
weder wieder mit C, D, E in gleichzeitiger Deckung liegt, oder doch mit 
einem nicht gedeckten Theile in Zusammenhang ist. Bei dieser Lage liegt 
b auf der Grenze der drei Raumtheile C, D, E. Man trenne von C ein 
beliebiges Stück ab, welches nicht mit D nnd E zugleich zusammenhängt 
(so dasa ein mit D allein zusammenhängendes Stück weggelassen werden 
kann), und verfahre ebenso mit D nnd E. Der übrigbleibende Theil, für 
welchen wieder die angegebenen Gesetze gelten, zerlegt sich entweder in 
mehrere Räume oder bildet immer einen einzigen Raum. Im letzteren Falle 
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erhalten wir ein einziges, im ersteren mehrere Grenzgebilde. Wenn die 
Theilnng des Ranmes A in die drei Räume C, D, E ein einziges Grenz- 
gebilde bestimmt, so fragt es sich, ob sich C in zwei Theile zerlegen lässt, 
welche beide mit D und E zusammenhängen. Ist das nicht möglich, so 
ist die Raumform zweifach ausgedehnt; giebt es eine solche Theilung, so 
erhalten wir eine Grenze und Grenzgebilde von vier Raumtheilen. Ob eine 
solche Theilung, bei welcher die Zahl der mit einander zusammenhängenden 
Raamtheile stets um eins vermehrt wird, bei einer Raumform unbegrenzt 
fortgesetzt werden kann, in welchem Falle wir derselben unendlich viele 
Dimensionen beilegen mtissten, muss dahingestellt bleiben; wir betrachten 
jedoch im Folgenden nur den Fall, dass dieser Process nach einer endlichen 
Zahl von Operationen sein Ende erreicht, und können dann die Zahl der 
Dimensionen in folgender Weise bestimmen. 

Wir zerlegen irgend einen Raumtheil in zwei Theile und untersuchen, 
ob durch Abzweigung solcher Gebiete des einen, welche nicht mit dem 
andern zusammenhängen, das Gebiet zerfiillt; trifft dies ein, so betrachten 
wir nur ein Gebiet, bei welchem dies nicht der Fall ist; den einen der bei- 
den Theile zerlegen wir wieder so, dass jeder der beiden neuen Theile mit 
dem andern zusammenhängt, und sehen zu, ob eine Abtrennung solcher 
Gebiete, in denen kein Zusammenhang aller drei Theile statt hat, zu einer 
Zerlegung führt; in derselben Weise fahren wir fort, bis eine weitere der- 
artige Theilung unmöglich ist; wenn dies nach n Zerlegungen eintritt, so 
legen wir der Raumform n Dimensionen bei. Wir können dies kurz in 
folgender Weise zusammenfassen: 

Wenn von n+1 Raumtheilen jeder mit jedem andern zusammenhängt 
und dieser Zusammenhang bestehen bleibt^ nachdem man von jedem Theile solche 
Gebiete beliebig abgezweigt hat^ welche mit einem andern nicht zusammenhängen, 
so bezeichnet man die grösste Zahl n, welche in dieser Hinsicht möglich ist, 
als die Zahl der Dimensionen. 

§5. 

Defiüitioueu und Sätze über Grenzgebilde. 

Um nicht zu weitläufig zu werden, gebe ich die folgenden einfachen 
Definitionen und Lehrsätze nicht in derjenigen Reihenfolge, in der ihre 
Natürlichkeit am meisten hervortritt, sondern so, dass die Darlegung auf 
dem kürzesten Wege möglich ist. 
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Wenn wieder n die Zahl der Dimensionen für die betrachtete Raam- 
form ist, so ist die Zahl der Zerlegungen, welche zu einem Grenzgebilde 
führt, höchstens gleich n. Wenn ein Grenzgebilde durch n—m Zerlegangen 
erhalten wird, so legen wir demselben m Dimensionen bei; ein in-dimensio- 
nales Gebilde ist durch n—m+l Raumtheile bestimmt, von denen jeder mit 
den anderen n—m zusammenhängt, und deren Zusammenhang nicht aufgehoben 
wird, wenn man von jedem solche Theile abtrennt, welche nicht mit allen andern 
in Zusammenhang stehen. Das nuUdimensionale Grenzgebilde heisst Punkt 
(oder auch Element), das eindimensionale Linie, das zweidimensionale Fläche. 

Wenn ein Grenzgebilde durch n—m Theilungen erhalten ist, und 
diese Theile sind Jf„, M^^ ... Af««,„, so kann man für fii>>0 den Theil ifu 
so in zwei Theile Ml^ und M// zerlegen, dass sowohl Mi wie Mll mit allen 
Theileu J/j, ... M„_„, in Zusammenhang stehen. Wäre nämlich für Mq eine 
solche Theilung unmöglich, so erhielten wir einen (n— m)-dimensionalen 
Raum, was wir ausgeschlossen haben. Daraus folgen die weiteren Defini- 
tionen und Lehrsätze: 

„Zwei Grenzgebilde sind identisch, wenn jeder Körper, welcher auf 
dem einen liegt, auch auf dem andern liegt; solche besitzen stets gleich 
viele Dimensionen.*' 

„Ein Grenzgebilde ist ein Theil eines zweiten, wenn beide gleich 
viel Dimensionen besitzen und jeder Körper, welcher auf dem ersten liegt, 
auch auf dem zweiten liegt, aber Körper auf dem zweiten liegen können, 
welche dem ersten fremd sind." 

„Der Punkt ist untheilbar, dagegen kann jede Linie, Fläche und 
jedes mehrdimensionale Gebilde getheilt werden." 

„Zwei Grenzgebilde a und ß bilden ein drittes y (sind die Theile 
von y)^ wenn jeder Körper, welcher zu y gehört, entweder in a oder in (3 
liegt, aber von jedem Körper, welcher zugleich den beiden Gebilden a und 
ß angehört, ein Theil nur auf a und ein anderer nur auf ß liegt" 

„Zerfällt ein (einziges) Grenzgebilde / in zwei Theile a und ß, so 
soll jeder Körper, welcher sowohl in a als in ß liegt, als der Grenze beider 
angehörig betrachtet werden. Für die gegenseitige Grenze zweier solcher 
Gebilde kann wieder dieselbe Betrachtung angestellt werden, wie oben für 
die Theilung des Raumes, und man gelangt auch auf diesem Wege zu 
Grenzgebilden." 

„Wenn ein iw-dimensionales Gebilde (0<C'/*<Cw) in zwei Theile zer- 
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fällt und diese ein einziges Grenzgebilde bestimmen, so hat dasselbe m— 1 
Dimensionen und kann auch direct durch «— iw+l Zerlegungen des Raumes 
erhalten werden." 

„Die Grenzgebilde, zu denen man durch Theilung von Grenzgebil- 
den gelangt, sind von denen nicht verschieden, welche durch Theilung des 
Raumes erhalten werden." 

Bei der Bewegung eines Körpers sind für ein Grenzgebilde, welches 
durch Theilung dieses Körpers erhalten wird, drei Fälle möglich : ai) jeder 
beliebig abgegrenzte Körpertheil, welcher auf dem Grenzgebilde liegt, bleibt 
bei der Bewegung in theil weiser Deckung mit seiner Anfangslage; b) ein 
Körpertheil, welcher auf dem Gebilde liegt, verlässt seine Anfangslage, aber 
er liegt auch in jeder neuen Lage auf dem Gebilde (deckt nur solche 
Raumtheile, welche auch bei Beginn der Bewegung dem Gebilde angehö- 
ren); c) ein Körpertheil, welcher bei Beginn der Bewegung dem Grenzge- 
bilde angehört, nimmt bei der Bewegung auch solche Lagen an, welche 
nicht der Anfangslage des Gebildes angehören. Im ersten Falle sagen wir, 
das Gebilde bleibe in Ruhe; im zweiten, dasselbe werde in sich bewegt, 
und im dritten, es verlasse seine Anfangslage. Jetzt besteht der Satz: 

Wenn jeder Theil eines fw-fach ausgedehnten Gebildes bei der Be- 
wegung seine Anfangslage verlässt, so beschreibt dasselbe ein (iw+l)-di- 
mensionales Gebilde; d. h. sind zur Bestimmung eines Grenzgebildes in 
einem n-dimensionalen Räume n—m Theilungen nothwendig, und wird ein 
solches Gebilde derartig bewegt, dass es seine Anfangslage verlässt, so 
kann man stets n—m—l Theilungen des Raumes so ausführen, dass jeder 
Körpertheil, welcher bei Beginn der Bewegung dem durch die erste Thei- 
lung erhaltenen Gebilde angehört, während derselben stets auf dem letzteren 
liegt, und dass umgekehrt jeder Raumtheil. welcher auf dem letzteren liegt, 
wenigstens theilweise von einem solchen Theile des bewegten Körpers be- 
deckt wird, dass dieser Körpertheil in der Anfangslage dem gegebenen 
Gebilde angehört. 

Betreffs des Beweises, dessen Durchftlhrung recht weitläufig sein 
wUrde, möge es genügen, den Grundgedanken anzugeben. Man nehme 
alle Lagen, welche das Gebilde vor und nach einer bei der Bewegung 
erlangten ganz bestimmten Lage annimmt; dann wird hierdurch eine 
Theilung des erzeugten Gebildes angegeben, und die gegenseitige Grenze 
wird durch ein r/i - dimensionales Gebilde gebildet; bei einer Theilung 
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in zwei Theile hat aber das Grenzgebilde eine Dimension weniger als 
jeder Theil. 

Hier wttrde der Ort sein, für die Raamgebilde den Grad des Zu- 
sammenhanges im Riemann^chen Sinne zn erörtern; indessen können diese 
Beziehungen im Folgenden entbehrt werden und sollen deshalb hier nicht 
behandelt werden. 

§ 6. 

[•*\ Die Mittellage zwischen zwei Lagen desselben festen Körpers. Die gleichförmige Bewegung. 

j*' Die drei vorangehenden Paragraphen benutzten hauptsächlich nur 

Ij; die sechs ersten Grundsätze, und derjenige Theil, nämlich ein Abschnitt in 

§ 3, welcher sich bereits auf den Grundsatz VII stützte, konnte ohne Be- 
einträchtigung des Zusammenhanges ausgelassen werden und fand auch in 
den beiden folgenden Paragraphen keine Anwendung. Von jetzt an wer- 
den wir vor allem aus dem siebenten Grundsatze weitere Folgerungen 
ziehen müssen, und diese werden sich eng an den zweiten Theil des dritten 
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Es seien M und N zwei Lagen desselben festen Körpers in dem 
I Sinne, welcher im Anschluss an Grundsatz VII angegeben ist; es soll also 

festgesetzt sein, welchen Rauratheil jeder Theil des bewegten Körpers so- 
wohl in der ersten wie in der zweiten Lage einnimmt. Indem wir dem- 
nach die Raumtheile M und iV einander als zwei Lagen desselben festen 
Körpers zuordnen, ordnen wir zugleich jedem Theile von M einen be- 
stimmten Theil von N zu. Während der Körper I die Lage M einnimmt, 
deckt ein mit I fest verbundener Körper II die Lage N. Sobald jetzt I 
die Lage N erhält, muss II eine ganz bestimmte Lage P annehmen. Na- 
f'ijj'^ tUrlich muss auch P von dem Körper I gedeckt werden können. Betrach- 

ten wir M als die Anfangs-. P als die Endlage desselben Körpers, so nennen 
wir N seine Mittellage. Wir definiren dieselbe in folgender Weise: 

Werden zwei Lagen M und P desselben Körpers I als Anfangs^ tmd 
Endlage unterschieden, so hat die Mittellage N die Eigenschaft, dass ein mii 
I fest eerbundener Körper 11^ welcher in der Anfangslage von I mit N sti- 
sammen fällt, in die Endlage P gelangt, sobald der Körper 1 die Lage N 
annimmt. 

Wir wollen das Wort congruent nicht bloss für einen einzelnen 
J j" Körper oder Raumtheil benutzen, sondern im Sinne des §3 auch für die 
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Zusammenstellung von Raumtheilen. Dann können wir kürzer sagen: iV ist 
die Mittellage von M und P, wenn die Zusammenstellung MN zu iVP con- 
gruent ist. 

Während es selbstverständlich ist, dass nach beliebiger Wahl der 
congmenten Raumtheile M und iV stets P den Bedingungen entsprechend 
gefunden werden kann, muss die Frage gestellt werden, ob auch nach be- 
liebiger Wahl von M und P stets iV der Forderung gemäss bestimmt werden 
kann. Dass diese Frage bejaht werden muss, zeigen die folgenden Be- 
trachtungen. 

Wir führen eine andere Bezeichnung ein, wobei wir nochmals her- 
vorheben, dass den Worten .,Lage" und „congruenf' die dem Grundsatz 
VII entsprechende Bedeutung beigelegt werden soll. Ks seien A^ und B^ 
irgend zwei Lagen desselben Körpers, Ay^ die Anfangs-, B^ die Endlage. 
Ai sei irgend ein mit A^ congruenter Raumtheil. Wir denken uns einen 
festen Körper, von dem ein Theil den Raumtheil A^^ ein zweiter B^ und 
ein dritter A^ deckt. (Dieser eine Körper kann nach § 3 durch eine Folge 
von festen Körpern ersetzt werden, ohne dass die folgenden F^ntwicklungen 
sich ändern.) Sobald dann derjenige Theil &, , welcher zuerst mit Ay in 
Deckung war, in die Lage Ai gelangt, wird ein gewisser anderer Theil Äj 
dieses Körpers die Lage ß, annehmen. Dieser Körper ä\. nimmt aber eine 
Lage B^ an, sobald man k^ wieder in die Lage A^ zurückbringt. Dann ist 
Bi durch A^^ B^ und A^ vollständig bestimmt. Indem wir den kurzen (wenn 
auch ungenauen) in § 3 eingeführten Ausdruck anwenden, können wir sagen: 
Sind die drei congmenten Raumtheile ^1», ß,, Ai beliebig gegeben, so giebt 
es einen bestimmten Raumtheil ß,, welcher nach ß, gelangt, werm A^ nach 
Ai zu liegen kommt. Zugleich ist die feste Zusammenstellung A^B^ zu 
A^B^ congruent. Hiernach wird jedem zu A^ congmenten Raumtheil A^ ein 
Raumtheil ß, zugeordnet. Diese Zuordnung ist reciprok. Wenn nämlich 
der gegebene Körper Anfangs in ßi vorausgesetzt und A^ als zweite Lage 
gewählt wird, so wird A^ nach A^ gelangen, wofern ß, die Lage ß< annimmt. 
Wären wir von den beiden Lagen Ai und ß, ausgegangen und hätten nach 
den getroffenen Festsetzungen die zu Ay^ zugeordnete Lage gesucht, so wären 
wir zu ßi gelangt. Daraus folgt ferner, dass, wenn bei der ersten Zuordnung 
A^ und ß, einander zugeordnet sind, sie es auch bleiben, wenn man A^ und 
ß. als die zuerst einander zugeordneten Lagen betrachtet. Diese Ueber- 
legangen liefern den Satz: 
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Alle Lagen, welche derselbe feste Körper überhaupt annehmen kann, 
lassen sich reciprok einander in eindeutiger Weise zuordnen. Diese Zuordnung 
kann dadurch er halfen werden^ dass man irgend zwei Lagen A^ und B^ ein- 
ander zuordnet und die einer beliebigen Isage A^ zugeordnete Lage Bi durch 
die Forderung bestimmt, dass A^B^^A^B^ sein soll. Nachdem einmal diese 
Zuordnung durchgeführt ist, ist dieselbe von dem gewählten Paare unabhängig; 
sind A^ und B^ ein Paar, zu dem man auf dem angegebenen Wege gelangt, 
so erhält man dieselbe Zuordnung, wenn man von diesem Paare ausgeht. 

Um eine derartige Zuordnung zu bestimmen, ist es gleichgültig, von 
welcher Lage J, man ausgeht, da jedenfalls jede Lage des Körpers als 
eine Lage Ai vorkommt. Demnach kann man eine ganz bestimmte Lage 
A festhalten und dieser jede Lage B desselben Körpers zugeordnet denken. 
Dann möge das Symbol [AB"] diejenige Zuordnung bedeuten, bei welcher 
dem Uaumtheil A der B entspricht. Demnach kann ich jede zweite Zu- 
ordnung durch das Symbol [AB^ bezeichnen, und ich werde alle derartigen 
Zuordnungen erhalten, wenn ich mir denke, dass für B* alle verschiedenen 
Lagen des Körpers gewählt werden dürfen. Auch bezeichnen {AB"] und 
\AC\ nur dann dieselbe Zuordnung, wenn B und C identisch sind. 

Jetzt sei [AB"] wieder irgend eine Zuordnung; ich nehme an, man 
lasse die beiden Räume A und B gleichzeitig durch denselben Körper k 
gedeckt sein, wobei A durch a, B durch b eingenommen wird. Jetzt bewege 
man den Körper k beliebig und in einer zweiten Lage decke a den Raum 
A, b den Raum B\ Dann wird auch durch {AB^ eine derartige Zuord- 
nung angegeben. Diese Zuordnung wird nur in ganz speciellen Fällen mit 
[y4ß] identisch sein, und jedenfalls kann man um A einen gewissen Raum- 
theil begrenzen, so dass jedesmal, wenn A in demselben verbleibt, für 
AB'r^AB die Zuordnung [yl'ß'] von [AB"] verschieden ist. Somit kann ich 
sagen: Nachdem ich zu A einen bestimmten Raumtheil B zugeordnet habe, 
ist durch jede andere mit A congruente Lage A wieder eine Zuordnung 
bestimmt, wenn festgesetzt wird, dass dem A das B' zugeordnet ist, für 
welches ABr^AB' ist. Zugleich werden, solange A in einem gewissen 
Raumtheil verbleibt, verschiedene Lagen von A und A auch verschiedene 
Zuordnungen bestimmen. 

Wir haben also zwei Methoden, um aus einer gegebenen Zuordnung 
[AB] immer neue zu erhalten: die' erste lässt A fest und ersetzt B durch 
alle damit congruenten Raumtheile; die andere Methode lässt AB congruent 
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und ersetzt A durch alle damit congruenten Ilaumtheile. Die erste Methode 
liefert alle mögliehen Zuordnungen; es handelt sieh darum, zu zeigen, dass 
auch der zweite Weg, der mit dem ersten von gleicher Mächtigkeit ist, alle 
möglichen Zuordnungen liefert. 

Wir nehmen an, die Zuordnungen [AE] und [CD] seien identisch, 
d. h. hei der Zuordnung [CD'] entspräche B dem A. Bewegt man jetzt CD 
so, dass deren Figur ungeändert bleibt, so wird auch das dem festgewählten 
A entsprechende B sich ändern. Wie man aber leicht nachweist, gelten 
flir diese Aenderungen des B dieselben Gesetze, wie für die starre Bewegung^ 
und wir können diese verschiedenen B durch Bewegung eines starren Kör- 
pers erhalten. So entspricht jeder Bewegung des Systems CD eine ganz 
bestimmte Bewegung von B. Hierbei bleibt, solange C innerhalb eines ge- 
wissen Raumtheiles gehalten wird, auch B in einem ganz bestimmten Kaum- 
theil. Verfolgt man die beiderseitige Aeuderung weiter, jedoch so, dass 
man jede auf den angegebeneu Raumtheil beschränkt, so erkennt man, dass 
auf dem angegebenen Wege wirklich jede Bewegung von B erhalten 
werden kann. Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 

Wenn bei irgend einer der oben charakterisirten reciproken Zuordnungen 
aller Lagen, welche derselbe feste Körper annehmen kann^ die Lagen A und 
B einander zugeordnet sind, so kann man alle anderen derartigen Zuordnungen 
dadurch erhalten, dass man einen Körper, welcher zugleich die Räume A und 
B deckt, bewegt, hierdurch eine Congruenz von A'B' mit AB herleitet und nun 
Ä und B' als zugeordnete Lagen auffasst. 

Gebrauchen wir jetzt das Wort „starre Bewegung des Raumes'' in 
dem oben dargelegten Sinne, so können wir sagen: 

Wenn irgend eine der oben charakterisirten Zuordnungen der sämmt- 
liehen Lagen desselben festen Körpers gegeben ist, so wird jede zweite der-^ 
artige Zuordnung durch starre Bewegung des Raumes erhalten. 

Alle derartigen Zuordnungen sind also im Wesentlichen identisch und 
unterscheiden sich bloss durch die Lage. 

Die Zuordnung [AB] ist auch dann vollständig bestimmt, wenn die 
Lage A mit B zusammenfällt, wenn also eine Lage A sich selbst entspricht. 
Nach dem vorstehenden Satze kann man demnach auch jede andere Zu- 
ordnung dadurch erhalten, dass man A sich selbst zuordnet und festsetzt, 
dass jedesmal die neue durch Bewegung erhaltene Lage sich selbst zuge- 
ordnet ist. Daraus folgt: 
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Bei jeder Zuordnung der bezeichneten Art ist eine Lage sich selbst 
zugeordnet. 

Damit ist deun auch der Satz erwiesen: 

Sind A und B irgend zwei Lagen desselben festen Körpers^ so giebt 
es für dieselben stets eine Mittellage. 

Schon im Beweise wurde darauf hingewiesen, dass man es durch 
passende Begrenzung eines A und B enthaltenden Raumtheiles (R) stets 
erreichen kann, dass nur eine einzige Mittellage innerhalb (R) vorkommt. 
Dann kann die Wahl von (fl) aber aucli so getroffen werden, dass aucli 
die Mittellage von A und M, sowie die von M und B demselben Kaumtheil 
angehört, und dass in demselben je nur eine einzige vorkommt. Hierdurch 
kann man erreichen, dass das Problem, die Mittellage zu suchen, nicht nur 
für die beiden gegebenen Lagen eine einzige Lösung zulässt, sondern diese 
Eigenschaft bestehen bleibt, wenn man sich fUr irgend zwei der allmählich 
gefundenen Lagen dasselbe Problem stellt. 

Indem man den Begriff der (Jongruenz für Systeme von Raumtheilen 
anwendet, kann man dem Satz über die Mittellage folgenden Ausspruch geben: 

Wenn A^ und A^ irgend zwei Lagen desselben Körpers sind^ so giebt 
es stets eine dritte Lage A^ desselben Körpers^ so dass ist Ai^A^^A^Ai, 

Dieser Satz kann in der folgenden Weise erweitert werden: 

Wenn A^, und Ai irgend zwei Lagen desselben festen Körpers sind, 
so kann man stets w—l Lagen Ai , ^la ,... A,„^^ so bestimmen, dass jedes- 
mal für 0<Ct'<.fn ist: 
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sein soll. Auch ist das Problem, A^ zu finden, entweder von selbst ein- 



in 



deutig oder kann sehr leicht dazu gemacht werden. 

Auf den Beweis dieses Satzes brauchen wir um so weniger einzu- 
gehen, da wir den Satz ganz gut entbehren können; es kommt dies dar- 
auf hinaus, dass wir uns im Folgenden bei den als Marken angehängten 
Brüchen auf solche beschränken, deren Nenner Potenzen von 2 sind. 

Indem wir von zwei Lagen A^ und A^ ausgehen, definiren wir durch 
die Gleichung A,^A^^A^Ai die Lage A^ und allgemein, nachdem wir für 
ein ganzzahliges i zu einer Lage -<4, gekommen sind, durch A^^A^ri^A^A^^^ 
auch Ai^x' Ebenso ordnen wir durch die Gleichung A^^A^yr^A^^A^ und 
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^.,_i>4_f^>4ü-^i jedem ganzzahligen positiven und negativen % eine bestimmte 
Lage Ai zo. (Dabei wird es gut sein, zunächst nur stets innerhalb des 
oben definirten Raumtheiles (B) zu bleiben, und auch sonst für die Grösse 
des Raumtheiles passende Beschränkungen einzuführen.) Die Forderungen 
A^Ax^AxA^^ AxiAi^A^Ai u. s. w. machen es möglich, eine einzige be- 
stimmte Lage fUr A i anzugeben, wenn m eine Potenz von zwei ist Lässt 

man dann in A^iAi^A f A^^^ zunächst das • der Reihe nach die Werthe 
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1, 2, 3, . . . und dann i+l der Reihe nach die Werthe 0, —1, —2, ... an- 
nehmen, so gelangt man zu einer ganz bestimmten Lage A^. Will man 



m 



sich für m von der bezeichneten Beschränkung frei machen, so hat man 
den oben ohne Beweis mitgetheilten Satz anzuwenden. Jedenfalls gilt fol- 
gender Satz: 

Geht man von den beiden Lagen ^4,, und A^ aus und ordnet in der 
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angegebenen Weise einer Zahl — eine Lage A ^ zu, so wird die Lage A „ mit 
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der Lage A^ identisch, wenn der Werth von — gleich dem von — ist. 

Es erübrigt jetzt noch, allen denjenigen Zahlen, bei deren Dar- 
stellung man unendlich vieler Brüche bedarf, wenn sie in der angegebenen 
Weise erfolgt, eine bestimmte Lage zuzuordnen. Hierauf glaube ich jedoch 
an dieser Stelle nicht eingehen zu sollen. 

Nehmen wir jetzt irgend eine Menge von Zahlen und ordnen dieselben 
nach ihrer Grösse «,„ «i, «2^ ..., «r- Zu denselben mögen die Lagen 
A^, A^^^ A^j . . ., A^^ gehören. Dann kann ich den vermittelnden Körper 

k aus der Lage A^^ nach yl„^, von da nach A^, u. s. w. bewegen. Wenn 
dann A^ und A^^ einen gewissen Theil gemeinschaftlich haben, so soll k 
diesen Theil auch während der ganzen von A^^ nach A^^ führenden Bewe- 
gung decken. Indem man in gleicher Weise unbegrenzt fortfährt, erhält 
man den Satz: 

Man kann einen Körper so bewegen, dass, wenn A und B irgend 
zwei während der Bewegung erhaltene Lagen sind, auch die Mittellage von 
A und B bei der Bewegung einmal gedeckt wird. 

Eine solche Bewegung nenne ich eine gleichförmige; dieselbe hat 
folgende Eigenschaften: 
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1) jede Linie, welche ein Punkt bei seiner Bewegung beschreibt, 
wird während derselben in sich verschoben; 

2) sind A, B, C, D Punkte auf einer solchen Linie, und ist AB^CD, 
so ist auch AC^BD. 

Demnach können wir das oben erhaltene Resultat in folgender Form 
aussprechen : 

Sind für einen Körper zwei Lagen gegeben, so kann man ihn stets aus 
der ersten in die zweite Lage durch eine gleichförmige Bewegung bringen. 



§7. 

Aufstellung von Coordinaten. 

Ich will jetzt zeigen, wie man ein Stück einer in sich verschiebbaren 
Linie durch ein beliebiges anderes Stück derselben Linie messen kann. Da 
die Messung vermittelst der gleichförmigen Bewegung, bei welcher die Linie 
in Deckung mit ihrer Anfangslage bleibt, ausgeführt wird, es aber denkbar 
ist, dass dieselbe Linie bei verschiedenen gleichförmigen Bewegungen in 
sich verschoben wird, so gilt die Messung nur in Bezug auf eine bestimmte 
gleichförmige Bewegung. (Die Zeit für die Messung zu benutzen, geht um 
so weniger an, da sich bei unserra Ausgangspunkt kein Mittel zu ihrer 
Messung bietet; es kommt hinzu, dass bei unserer Definition der gleich- 
förmigen Bewegung die ungleiche Geschwindigkeit nicht ausgeschlossen ist) 

Es genUgt offenbar, anzunehmen, dass die zu messenden Strecken von 
demselben Punkte ausgehen. Es seien a^^ und «i zwei Punkte auf der be- 
trachteten Linie; man beachte zunächst diejenige Lage ^4,, des festen Körpers 
k, bei welchem ein Punkt n desselben mit a„ in Deckung ist, und dann 
als zweite Lage A^ diejenige, bei welcher n den Punkt a^ deckt. Die 
Linie «„«, wähle man als Einheit. Wenn jetzt o irgend eine Zahl ist, so 
ordne man ihr die Lage A„ des Körperg k zu, welche am Schluss des 
vorigen Paragraphen als zu a gehörig bestimmt worden ist. Denjenigen 
Punkt «^ auf der Linie, welchen n in der Lage A^ einnimmt, lasse man 
der Zahl a entsprechen. Damit ist jeder Zahl o ein ganz bestimmter Punkt 
a„ und somit auch eine bestimmte Strecke «„«o zugeordnet. Dabei gelten 
die folgenden Sätze: 

„Sind 8 und t zwei gleiche, wenn auch auf verschiedenem Wege er- 
haltene Zahlen, so fallen die zugeordneten Punkte a^ und a^ zusammen/' 
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„Sind i und t zwei ungleiche positive Zahlen und 8<Ct, so liegt 
der Punkt a, auf der Strecke «o^f" 

Umgekehrt, wenn nach beliebiger Wahl der Punkte «o und a^ auf 
der Linie ein weiterer Punkt ß auf ihr gegeben ist, so lässt sich diesem 
Punkte in der angegebenen Weise eine einzige Zahl zuordnen. Man kann 
nämlich nach Annahme eines jeden ganzzahligen m eine Zahl a^ finden, 

so dass der zu -^ zugeordnete Punkt der Strecke o,,/? angehört, während 

ci 4-1 
jedenfalls der zu "L^ - zugeordnete Punkt nicht mehr auf dieser Strecke 

liegt. Zugleich genügen die o,» den Bedingungen: 

a,„^^^(U.2^ und a.+p+15^(ü^+l)2^. 

Dies, sowie eine andere Grenzbetrachtung, die hierher gehört, kommt 
auf Erwägungen hinaus, welche wir bereits im vorigen Paragraphen anstellen 
mussten, aber, um nicht zu weitläufig zu werden, dort übergangen haben. 

Die Aufstellung eines Coordinatensystems bietet keine Schwierigkeit. 
Einen beliebigen Punkt «n wähle man zum Anfangspunkt und setze fest, 
dass für ihn alle Coordinaten den Werth Null erhalten sollen. Wir lassen 
einen Körper, von dem ein Punkt in der Anfangslage den Punkt a^ deckt, 
eine gleichförmige Bewegung machen. Alle Punkte der Linie, welche 
hierbei vom ^Nullpunkt beschrieben wird, sollen die Coordinaten a?! = 0, 
a?2 = 0, . . • Xn-i = haben. Um die Coordinaten x^ eines beliebigen Punktes 
ß auf dieser Linie zu bestimmen, wähle man einen weiteren Punkt a^ auf 
dieser Linie willkürlich ; dann soll x^ die positive oder negative Masszahl 
von a,,/? durch aoOfi sein. 

Nun wählt man irgend eine zweite gleichförmige Bewegung, durch 
welche die so eben benutzte Linie weder in Ruhe bleibt, noch in sich ver- 
schoben wird. Die Linie, welche jetzt der Nullpunkt beschreibt, habe für 
a?!, ... a:,_2j ^n verschwindende Werthe, und die Werthe von x^-i werden 
nach Festsetzung einer beliebigen Einheit in derselben Weise bestimmt, wie 
vorher die x^. Bei dieser Bewegung beschreibt aber auch die Linie 
(xj = 0, ... Xn-i = 0, x^) eine Fläche, und die jedesmalige Lage der Linie ist 
bestimmt, sobald die des Nullpunktes bekannt ist. Wenn also der Null- 
punkt nach (0, ...0, a„_i, 0) gelangt, d.h. nach dem Punkte: 

a^i = a;2 = ••• = ^«-2 = J?n = 0, x„_i = a„_,, 
so kommt der Punkt (0, 0, ...0, aj in einen ganz bestimmten Punkt, und 
dessen Coordinaten sollen sein x^ = • • ==x„_2 = 0, ar^^i = a„_,, Xn = a^. 

19* 
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In derselben Weise fährt man fort, indem man eine dritte gleich- 
förmige Bewegung hinzonimmt, durch welche der Nullpunkt ausserhalb des 
Gebildes oJi = 0:2 = ••• = a?„_2 = gelangt. Für die Linie, welche der Null- 
punkt alsdann beschreibt, sollen alle Coordinaten bis auf rr^.2 verschwinden, 
und der Werth von a?^_2 ähnlich wie vorher bestimmt werden. "Die Lage, 
welche der Punkt (0, 0, ... 0, a„_i, a^) annimmt, wenn der Anfangspunkt nach 
(0, 0, ... 0, a»_2, 0, 0) gelangt, soll mit (0, ... 0, a^_2? Oi,-n O bezeichnet werden. 
Jetzt fUge man der Reihe nach eine neue Bewegung hinzu, bis man durch 
ft gleichförmige Bewegungen dazu gelangt, jedem System (xi^...x^) einen 
Punkt zuzuordnen. 

Alsdann gilt der Satz: 

„Bei der festgesetzten Anordnung entspricht jedem Werthsystem 
(a;,, ... x„) ein einziger Punkt des Raumes, und umgekehrt kann man um den 
Nullpunkt ein Gebiet abgrenzen und ebenso um das Werthsystem (0, ... 0) ein 
n-fach ausgedehntes Continuum (o^i, ... x^) bestimmen, so dass jedem Punkte 
des Gebietes ein System des Continuums entspricht, und zwar ein einziges." 

Der erste Theil des Satzes bedarf keiner näheren Begründung; der 
zweite Theil ergiebt sich wie folgt. Lässt man bei verschwindendem Werthe 
von oJi, ... ar„_i die x^ von Null aus wachsen, so gelangt man entweder 
wieder zum Anfangspunkte zurück oder nicht. Im letzten FnUe (bei wel- 
chem die Linie keineswegs unendlich zu sein braucht), entsprechen ungleichen 
Werthen von x^ auch verschiedene Punkte. Im ersten Falle giebt es einen 
ersten positiven und einen ersten negativen Werth von x„, welche denselben 
Punkt bezeichnen. Solange x^ zwischen diesen Werthen bleibt, wird jedem 
Punkte der Linie nur ein einziger Werth von x^ entsprechen. Diese Grenzen 
von x^ werden dadurch nicht beschränkt, dass x„_i von Null verschiedene 
Werthe erhält, wofern die Linie (0, ...0, arj bei der zweiten Bewegung 
keinen ruhenden Punkt enthält. Wenn aber dabei ein Punkt dieser Linie 
in Ruhe verbleibt, so gilt die Eindeutigkeit bis zum ersten ruhenden Punkte, 
also noch immer bis zu einem endlichen Werthe von x^. Ebenso kann 
das Gebiet für x„ infolge der späteren Bewegungen, sowie* dadurch be- 
schränkt werden, dass ein Punkt (oi ,... aj bei nicht verschwindenden Wer- 
then von ai,...a^ mit dem Nullpunkt zusammenfällt. Aehnliche Beschrän- 
kungen können für die anderen Coordinaten eintreten ; aber immerhin behält 
jede Coordinate einen endlichen Spielraum. Die Gesammtheit der Punkte, 
welche durch alle hiernach gestatteten Werthsysteme dargestellt werden, 
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füllt aber einen gewissen, um den Nullpunkt gelegenen Raumtheil an, was 
in derselben Weise gezeigt wird, in welcher wir zu einer Definition von 
der Zahl der Dimensionen gelangt sind und bewiesen haben, dass diese 
Zahl für jede Raumform eine feste Bedeutung hat. 

Hiernach ist die Bestimmung der Coordinaten auf n gleichförmige 
Bewegungen oder, wenn man will, auf n+1 Lagen desselben Körpers zurück- 
geführt. Diese Bewegungen müssen nur gewissen Beschränkungen unter- 
liegen, können aber im Uebrigen ganz willkürlich gewählt werden. Diese 
Willkür kann häufig benutzt werden, um solche Coordinatensysteme zu er- 
halten, deren Anwendung zu den einfachsten Formeln führt. Man kann 
auch die Coordinaten a:,, . . . x„ durch ganz beliebige Bewegungen bestimmen, 
und dann neue Coordinaten j^i , ... y^ als Functionen der x einführen. Diese 
Functionen müssen von einander unabhängig sein: weim sie ferner fUr 
X, = fl?2 = "• = ar^ = die Werthe 61, ... b„ annehmen, so muss um (0, ... 0) 
ein Gebiet der x und um (61 , . . . 6 J ein Gebiet der y so abgegrenzt werden 
können, dass für beide Gebiete stetige und eindeutige Beziehung stattfindet. 

Indem wir die Möglichkeit dieser allgemeinen Coordinatenbestimmung 
im Auge behalten, liefert die obige Entwickelung den Satz: 

In jeder Raumform von n Dimensionen lassen sich die Coordinaten und 
n gleichförmige Bewegungen so auswählen y dass zwischen denselben folgende 
Beziehung besteht: durch die erste Bewegung bleiben alle Coordinaten 0^2, ... x^ 
ungeändert und alle x^ wachsen gleichzeitig um dieselbe Grösse; durch die 
zweite Bewegung bleiben in dem Gebilde^ für welches iCi = ist, die Xj, ... x^ 
ungeändert, und die x^ ändern sich gleichmässig; Entsprechendes gilt bei der 
dritten Bewegung für das Gebilde Xi = x^ = , u. s. w, , endlich wachsen bei 
der letzten Bewegung für das Gebilde arj = • . . r= ^p^j = die Coordinaten a?, 
um dieselbe Grösse, 

§8. 

Beweglichkeit einer Raumform; die zu einer Raumform gehörige Transformations-Gruppe. 

Wenn ein beliebig gewählter Körper durch irgend eine Bewegung 
aus einer ersten in eine zweite Lage gebracht wird, so möge ein Punkt des 
Körpers, welcher in der ersten Lage die Coordinaten a^i, ... x^ hat, in 
seiner zweiten Lage den Punkt x[, ... x„ decken. Dabei ist es keines- 
wegs nothwendig, die Coordinaten Xj, ... x„ auf solche Punkte zu be- 
schränken, welche dem Körper in seiner ersten Lage wirklich angehören; 
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vielmehr kann man den Körper unbegrenzt fortgesetzt denken, und dabei 
wird jedem Punkte x (soweit die angegebene Coordinatenbestimmang sich 
erstreckt) als der ersten Lage angehörig ein bestimmter Punkt x' zuge- 
ordnet. Die beiden Lagen vermitteln also eine Transformation: 

(1.) X, = /»(Xi, ... X„) («=1, ...II). 

Nun denken wir uns den Körper aus der zweiten Lage x in eine 
dritte Lage x" gebracht; das möge durch die Transformation vermittelt 
werden : 

In die letzte Gleichung mögen die Werthe aus (1.) eingesetzt werden, 
wodurch wir erhalten: 

(3.) x[' = g,(f, (x), . . . /„(x)) = A. (xi , . . . x^. 

Nach den Grundbegriffen ist es aber möglich, die dritte Lage auch 
aus der ersten zu erhalten ; folglich stellt auch die Transformation (3.) das 
Ergebniss einer Bewegung dar. Wir denken uns alle Transformationen, 
welche das Ergebniss der Oberhaupt möglichen Bewegungen des Raumes 
darstellen, zu einem System vereinigt, so erkennen wir, dass auch irgend 
zwei Transformationen, nach einander ausgeführt, wieder eine dem System 
angehörige Transformation ergeben. Jedesmal wenn die Transformationen 
(1.) und (2.) dem System angehören, muss auch die Transformation (3.) 
dem System angehören. Ein solches System nennt Herr Lie eine Trans- 
formatious-Gruppe. 

Nun ist es an sich klar, dass die einzelnen Transformationen nicht 
discret, sondern stetig sein mttsseu. Die stetigen Transformations-Gruppen 
theilt Herr Lie ein in endliche und unendliche. Ob die letzteren Oberhaupt 
den Grundsätzen I bis VH gehorchen, möge unentschieden bleiben; jeden- 
falls kann auf ein derartiges System von Bewegungen der Grundsatz VIII 
nicht angewandt werden; wir schliessen diese Gruppen daher von unserer 
Betrachtung aus. Eine jede endliche Transformations- Gruppe kann aber 
dadurch erhalten werden, dass man einer endlichen Anzahl r von Para- 
metern ai, ... a^ alle möglichen Werthe beilegt, durch jedes Werthsystem 
Qu ... Or stets n Functionen /i(xi,...x„, a,,...a^), ... /n(xi,...x^, ai,...ar) 
bestimmt sein lässt und die dem System (a„...a^) zugeordnete Transfor- 
mation durch die Gleichungen darstellt: 

(4.) x[ = /".(xj, ... x„,- ai,...aj (i = i,...ii). 
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Hierdurch ist eine Gruppe dargestellt, wenn ans den 2it Gleichungen 

bei beliebiger Wahl von Oi, ... a^; 61, ... b^ folgt: 

wobei noch ist: 

(7.) c^ = yt(ai,...a^,- 61,... 6^). 

Wird nun noch angenommen, dass, solange »i, ... a^^ 61, ... br in einer 
gewissen Umgebung eines bestimmt gewählten Parameter-Systems a{'^\ . . . a^ 
verbleiben, bei beliebigen Werthen von a?i, . . . a;„ die « Gleichungen: 

nur für. &i = 61, ... a^^K erfüllt werden können, so sind die Parameter 
Ol, ... a^ sämmtlich wesentlich und können nicht durch eine geringere 
Zahl ersetzt werden. Wenn alle Bewegungen durch eine Transformations- 
Gruppe mit r wesentlichen Parametern dargestellt werden, so legen wir der 
Raumform r Grade von Beweglichkeit bei. Somit sind wir, ausgehend von 
unsern Grundsätzen I bis VII auf die Theorie der stetigen endlichen Trans- 
formations-Gruppen gelangt. Nur in einer Beziehung ist die letztere Theorie 
noch allgemeiner als die der unter diese Grundsätze fallenden Raumformen. 
Nach dem fünften Grundsatze kann jeder Körper zur theilweisen Deckung 
mit jedem beliebigen Raumtheile gelangen; folglich muss es möglich sein, 
durch die Transformationen der Gruppe jeden Punkt x in jeden Punkt x 
Überzuführen, oder die Gruppe muss transitiv sein. Demnach erhalten wir 
folgenden Satz: 

Alle Bewegungen, tcelche ein Körper in einer Raumform machen kann, 
werden durch eine endliche transitive Trans formations- Gruppe bestimmt; die 
Zahl der wesentlichen Parameter dieser Gruppe- giebt den Grad der Beweg- 
lichkeit für die Raum form an; diese Zahl muss mindestens gleich der Zahl der 
Dimensionen der Raumform sein. 

Die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen gestatten es uns noch, 
auf einem zweiten Wege zu diesem Resultate zu gelangen. Durch irgend 
zwei Lagen desselben Körpers ist eine gleichförmige Bewegung bestimmt, 
welche den Körper aus der ersten in die zweite Lage bringt. Mit der 
gleichförmigen ist aber zugleich auch die unendlich kleine Bewegung ge- 
geben. Dieser Begriff soll hier nicht näher entwickelt werden; es genüge, 
folgenden Satz auszusprechen: 
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„Die aDendlich kleinen Aenderungen äxt, ... dx., welche die Coor- 
(linateii x,, ... x, dnrcb eine nnendlicb kleine Bewegung erleiden, lassen 
sich als Producte von n Functionen l,(xi,...x^, ... ^«(xi, ... «■) mit einer 
unendlich kleinen Grösse di darstellen." 

Gelangt also der Punkt (j:,,...x,) in die Lage x,+rfxi, ... x,+ rfx„ 
so kann gesetzt werden: 

(8.) rfx, = f,Ä, rfr, = lirf/, ... rfx, = !,(«. 

Wenn eine liaumform die unendlich kleinen Bewegungen zalftsst: 

f^n St. . ■ . I.„ 
I., ^^ ... ^^., 



9.) 



U.. t, ... In., 
WO durch die Ate Horizontalreihe bezeichnet wird, dass die Compouenten 
der unendlich kleinen Verschiebung proportional sind 1«: = Im = . . ■ '■ ^i» so 
ist auch die unendlich kleine Verschiebung möglich: 
(10.) £a,i,,, ^a,|.„ . . . 2a,S^, 

WO die a,, ... a^ von den x,, ... x„ unabhängig, aber im Uebrigen ganz 
willkürlich sind. Unendlich kleine Bewegungen sind (solange nicht ein 
Unendliuhkl eines höherer Ordnung mit in Betracht gezogen wird), mit ein- 
ander vertauBchbar. Die Bewegung (10.) ist aus den Bewegungen (9.) zu- 
sammengesetzt, und die Bewegungen (9.) sind dann, und nur dann, von 
einander unabhängig, wenn keine von ihnen aus den Übrigen zusammen- 
gesetzt ist, wenn also die « Ausdrücke (10.) für constante Werthe von a 
nur dadurch zum Verschwinden gebracht werden können, dass man alle 
Coefficienteu a gleich Null setzt. Jetzt sind zwei Fälle möglieh: entweder 
lassen sich alle unendlich kleinen Bewegungen, welche eine Raumform ge- 
stattet, aus einer endlichen oder ans einer uiiendlich grossen Zahl von infini- 
tesimalen Bewegungen zusammensetzen. Die letztere Möglichkeit lassen 
wir ganz ausser Acht und setzen die Zahl der von einander unabhängigen 
infinitesimalen Bewegungen als endlich voraus. Hiernach stellen wir die 
Definition auf: 

Eine Raumform hat r Grade von Beweglichkeit, wenn sich alte in ihr 
möglichen unendlich kleinen Bewegungen au» r solchen, aber nicht ow weniger 
suaammensetsen lassen. 
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Wir wollen jetzt nachweisen, dass diese Definition mit der oben ge- 
gebenen übereinstimmt, nnd dass die in der Gleichung (4.) gegebene Dar- 
stellnng der Gruppe aus den infinitesimalen Transformationen hergeleitet 
werden kann. 

Da die allgemeinste unendlich kleine Bewegung durch (10.) bestimmt 
wird, integriren wir das System der n Differentialgleichungen: 

n 
(11.) dx[ — 2^ ClH^xa(^')dt («---1. ...n) 

und bestimmen deren Constanten so. dass für / = jedesmal x,=x^ wird. 
Dann erhalten wir Gleichungen von der Form: 

(1ä.) Xjt = /x(^n • • • ^n> ^n • • • ^ry *)• 

Nun ändern sich die Gleichungen (11.) nicht, wenn man alle a^. ... a, 
mit denselben Constanten multiplicirt, wofern man nur gleichzeitig t durch 
dieselbe Constante dividirt. Somit müssen auch die Gleichungen (12.) bei 
derselben Operation ungeändert bleiben, oder dieselben sind ausser von 
Xi, ... x^ nur noch von a,f, üit, ... a^ abhängig. Man erhält also hier 
die in (4.) vorausgesetzte Form. 

Auch die unendlich kleinen Bewegungen gestatten zu erkennen, ob 
eine Gruppe transitiv ist oder nicht. Damit das erstere stattfindet, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass durch dieselben der Punkt x in jede unendlich 
nahe Lage gebracht wird. Es kommt dies darauf hinaus, dass nicht alle 
Determinanten identisch verschwinden, welche aus je n unter den r Reihen 
(9.) gebildet werden können. 

Da wir bei den vorangehenden Untersuchungen nur die Voraus- 
setzungen I bis VII benutzt haben, so können wir sagen: 

Alle Bewegungen, welche durch die ersten sieben Grundsätze bestimmt 
werden, fuhren auf eine stetige Trans fonnalions-Gruppe; umgekehrt kann man 
jeder stetigen endlichen transitiven Gruppe von Transformationen ein System 
zuordnen, welches den genannten Voraussetzungen genügt. 

Wir drücken diesen Satz noch in einer anderen Form aus: 

Nimmt man den Begriff* der Raumformen im allgemeinsten Sinne, so 
dass für denselben nur die Grundsätze I bis VII gelten, so fällt deren Theorie 
ganz zusammen mit der der stetigen endlichen transitiven Transformationsgruppen. 

Eine Beschränkung kann dieser Satz nur erhalten bei einer unendlich 
grossen Zahl von Dimensionen und bei einem unendlich grossen Grade der 
Beweglichkeit. 
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Abgesehen von der Transitivität scheinen die hier verlangten Gruppen 
auch noch in einer zweiten Beziehung specieller zu sein als die Lieschen, 
indem jede hier auftretende Gruppe die identische Transformation enthält, 
während Herr Lie dies nicht ausdrücklich voraussetzt. Indessen ist von 
verschiedenen Seiten bereits nachgewiesen, dass hierin keine Beschrän- 
kung liegt. 

§9. 

Ueberblick über die Theorie der Transformationsgruppen. 

Es ist nothwendig, an dieser Stelle einige der wichtigsten Sätze Ober 
Transformations - Gruppen anzugeben, schon aus dem Grunde, weil jeder 
solche Satz zugleich für die Kaumformen gilt, wenn man diesem Worte 
seine allgemeinste Bedeutung beilegt. Dazu kommt, dass wir uns bei der 
Herleitung der speciellen (der „eigentlichen") Raumformen auf die hier mit- 
zutheilenden Sätze stützen müssen. 

Wenn durch eine unendlich kleine Transformation die einzelnen 
Coordinaten x, die Veränderung g^,dt erleiden, so wird eine ganz allgemeine 

Function f(xi^...x^ um dt.£i^^,-^— verändert werden. Demnach bezeich- 
net Herr Lie eine infinitesimale Transformation symbolisch durch 

Hier mögen p, a, t, . . . die Marken 1, 2, ... r angeben und die r so er- 
haltenen Transformationen sollen von einander unabhängig sein. Wir führen 
die Bezeichnung ein: 

und nennen die so dargestellte infinitesimale Transformation aus X^f und 
X^f combinirt. Dann muss auch sie der Gruppe angehören, und wir erhalten : 

WO die c constant sind und der Bedingung c^o/i+^o^^ ~ ^ genügen. 

Führt man an Stelle von Xi, ... x^ andere Coordinaten ein, so hat 
man im Symbol X^f nur die entsprechende Aenderung zu machen, um das 
Symbol derselben Transformation für die neuen Variabelu zu erhalten. 
Ebenso geht (X^X„) in die Combination der entsprechenden Ausdrücke über, 
und die Constanten c^^^ bleiben ungeändert. 
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Sind die ^^^I" ^ Gleichungen (3.) befriedigt, so ftthren die r infini- 
tesimalen Transformationen X^f, ... Xrf zu einer Gruppe. Die Integrabili- 
tttts-Bedingungen erfordern aber: 

(4.) 2:K,(X,X,)+c,^,(X„X^) + c^,^(X,X,)\ = 

oder 

WO Q, a, T drei verschiedene Marken sind und a irgend eine. Diese Glei- 
chungen stellen aber wieder die vollständigen Bedingungen dar; sind die 

(1/(9) Constanten c so gewählt, dass sie den angegebenen Bedingungen 

genügen, so kann man immer entsprechende Gruppen bilden. 

Wenn eine Gruppe durch die r infinitesimalen Transformationen 
Xify . . . X^f bestimmt ist, so kann man auf die verschiedenste Weise r von 
einander unabhängige lineare Ausdrücke Y^f, ... Yrf bilden, wo 

ist. Dann ist dieselbe Gruppe auch durch Y^fy . . . Y^f bestimmt. Jetzt 
ändern sich die Coefficienten c, jedoch so, dass auch für die neuen Con- 
stanten die Gleichungen (5.) bestehen. Zwei Gruppen, für welche die Coef- 
ficienten c entweder gleich sind oder durch passende Wahl der bestimmen- 
den Transformationen gleich gemacht werden können, heissen gleich zu- 
sammengesetzt oder holoedrisch isomorph oder auch etwa gleich gestaltet. 
Ganz entsprechend heisst die r-gliedrige Gruppe XJ, . . . XJ, für welche 
die Gleichungen (3.) bestehen, meroedrisch isomorph mit der (r— 5f)-gliedrigen 
Vxfy ... l^r-jA wenn sich aus letzteren r infinitesimale Transformationen 
?)iA • • • ?)rA von denen wieder r—q von einander unabhängig sind, linear 
so bestimmen lassen, dass auch jedesmal 

ist. 

Aus jeder infinitesimalen lässt sich eine einfach unendliche Reihe 
von endlichen Transformationen herleiten, und wir wollen sagen, jede solche 
endliche Transformation gehöre zu der gegebenen infinitesimalen. Besteht . 
zwischen zwei unendlich kleinen Transformationen X^f und X„f die Be- 
ziehung (X^X„) = 0, so lassen sich alle zu X^f gehörigen endlichen Trans- 

20* 
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formationen mit den zu X^f gehörigen vertauschen; d. h. wenn zwei der- 
artige endliche Transformationen nach einander ausgeführt werden, so ist 
das Resultat unabhängig von der Reihenfolge, in der dies geschieht. 

Hiernach kann man aus dem am Schlüsse von § 7 mitgetheilten 
Satze die beiden folgenden herleiten: 

„Giebt es in einer Raumform von n Dimensionen n von einander 
unabhängige und mit einander vertauschbare gleichförmige Bewegungen, 
und lässt deren Vereinigung einen Pankt nicht in einem Gebilde von weniger 
als n Dimensionen, so kann man durch passende Wahl der Coordinaten 
bewirken, dass die zugehörigen n unendlich kleinen Transformationen sym- 
bolisch in der Form -^— , -~- , • • • -^ dargestellt werden." 

„Wenn es in einem w-fach ausgedehnten Räume mehr als n von ein- 
ander unabhängige und mit einander vertauschbare gleichförmige Bewegungen 
giebt, so muss jede aus den Componenten der entsprechenden infinitesimalen 
Transformationen gebildete Determinante nten Grades identisch verschwinden; 
alle diese Bewegungen dürfen vereint mit den aus ihnen zusammengesetzten 
jeden Punkt höchstens in ein («— l)-dimensionale8 Gebilde überfuhren." 

Daraus folgt, dass für « = 1 nur solche Transformationen mit ein- 
ander vertauschbar sind, welche aus derselben infinitesimalen Transformation 
hervorgehen. Dieser Bedingung genügen aber nach der Zusammensetzung 
nur drei Arten von Gruppen: 1) die eingliedrigen. 2) diejenigen zweiglie- 
drigen, für welche bei passender Wahl von XJ und -X2/' die Bedingung 
(-X1-X2) = -X,/" befriedigt ist, und (3.) diejenigen dreigliedrigen, in denen drei 
infinitesimale Transformationen Xj, Xi^ X^ so ausgewählt werden können, 
dass (X^X^ — X-i^ (-XjXa) = — JTj, (^^2^3) = ^! ist. Somit giebt es nur drei 
Gruppen mit einer Veränderliehen, und man kann im ersten Falle die all- 
gemeine Transformation in der Form x — x+a^ im zweiten durch die 

Gleichung x = ax+b und im dritten durch x = — ^-r- für ad^bc darstellen. 

Dagegen zeigt sich für mehrere Variabein eine weit grössere Mannig- 
faltigkeit; namentlich giebt es hier stets Gruppen, welche sich bei keiner 
Wahl der Veränderlichen auf projective zurückführen lassen. Für zwei 
Variabein hat Herr Lie alle möglichen Gruppen bereits vor längerer Zeit 
(xMath. Annalen Bd. XVI) aufgestellt. 

Wenn man wieder Y^f linear durch XJ^ . , . X^f darstellt, jetzt 
aber nur m <C. r derartige Transformationen in Betracht zieht und die 
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Voraussetzung macht, dass sich alle -^-^—{Y.Yn) durch Vi,... Y^ dar- 
stellen lassen, so bestimmen die Y^fj ... Y^f eine Untergruppe der ge- 
gebenen Gruppe. Eine solche nennt Herr Lie invariant, wenn auch jedes 
{Y,X^ für ^ = 1, . . . wi, p = 1, . . . r durch y,^ . . . Y^f dargestellt werden 

kann. Wenn unter den ^ ^ Transformationen £c^„^X^f nur p(<ir) 

von einander unabhängige vorkommen, so bestimmen dieselben eine be- 
sonders wichtige invariante Untergruppe, welche als Haupt- Untergruppe 
bezeichnet werden soll. 

Jede infinitesimale Transformation bestimmt für sich eine eingliedrige 
Untergruppe und ist selbst in einer oder mehreren zweigliedrigen Unter- 
gruppen enthalten. Ueberhaupt gilt der Satz, dass jede beliebige Trans- 
formation einer m-gliedrigen Untergruppe angehört, wenn m eine der Zahlen 
1, ... 6 und kleiner als r ist. Dabei ist man jedoch genöthigt, imaginäre 
Transformationen zuzulassen. 

Unter denjenigen Gruppen, welche nicht ihre eigenen Haupt-Unter- 
gruppen sind, für welche also weniger als r der Transformationen (X^X^ 
von einander unabhängig sind, nehmen diejenigen eine hervorragende 
Stellung ein, welche ich aus einem hier nicht zu erörternden Grunde als 
solche vom Range Null bezeichne. Für dieselben ist die Eigenschaft cha- 
rakteristisch, dass in jeder ihrer zweigliedrigen Untergruppen die Transfor- 
mationen mit einander vertauschbar sind. In solchen Gruppen giebt es in- 
variante Untergruppen von jeder Gliederzahl, die kleiner als r ist, speciell 
also auch mindestens eine eingliedrige Untergruppe, welche mit allen Trans- 
formationen der Gruppe vertauschbar ist. 

Diejenigen Gruppen, welche keine invarianten Untergruppen besitzen, 
heissen einfach. Ihnen am nächsten stehen diejenigen, welche durch blosse 
Zusammenstellung mehrerer einfacher Gruppen gebildet sind. Wenn näm- 
lich von den Gruppen G^, ... Gf, keine zwei eine Transformation (ausser 
der identischen) gemeinschaftlich haben, aber die Transformationen einer 
jeden G« mit denen einer jeden Gß für ungleiche Werthe «, ß (= 1, ... A) 
vertauschbar sind, eine neue Gruppe H aber alle diese und nicht mehr um- 
fasst, so möge es gestattet sein, zu sagen, H sei durch Zusammenstellung 
der (ji, ... Gh gebildet. Sind speciell die Gj, ... G,, säraratlich einfach, so 
möge Ä, solange ein besserer Name fehlt, als halbeinfach bezeichnet werden. 
Jede Gruppe, welche ihre eigene Haupt-Untergruppe ist, wird gebildet aus 
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eioer einfachen oder halbeinfachen Gruppe und einer invarianten Untergruppe 
vom Range Null. 

Zwei Gruppen, welche durch Transformation der Variabein in ein- 
ander ttbergeflihrt werden können, werden als ähnlich bezeichnet. Dazu 
ist die Gleichheit der Zusammensetzung nothwendig. In den meisten Fällen 
muss aber eine weitere Bedingung hinzutreten. Eine solche ist z. B. bei 
transitiven Gruppen die Gleichheit der Zusammensetzung fUr diejenige Unter- 
gruppe, bei welcher ein Punkt allgemeiner Lage in Ruhe gehalten wird. 
Während diese oder eine ähnliche Bedingung vom analytischen Standpunkt 
aus genügt, tritt für die Geometrie die Forderung hinzu, dass die Variabein 
zugleich reell sind. 

Während bei Untersuchung der Gruppe alle Werthsysteme a?i, ... x^ 
in Betracht zu ziehen sind, hat man als eigentliche Punkte der entsprechen- 
den Raumform nur die Punkte allgemeiner Lage anzusehen; d. h. da hier 
nur transitive Gruppen betrachtet werden, nur diejenigen Punkte, für welche 
nicht alle aus n der Reihen (9.) § 8 gebildeten Determinanten verschwinden. 
Nun liefert das Verschwinden dieser Determinanten gewisse Invarianten der 
Gruppe, Gebilde, welche bei jeder Transformation der Gruppe in sich ver- 
bleiben. Diese Invarianten können als Repräsentanten des Unendlichfernen 
betrachtet werden. 

Durch eine Untergruppe wird entweder ein Punkt allgemeiner Lage 
wenigstens bis zu einer gewissen Grenze hin in jeden andern Punkt ge- 
bracht, oder er verbleibt auf einem gewissen Grenzgebilde. Im zweiten 
Falle hat das betreffende Gebilde wieder die Eigenschaften einer allge- 
meinen Raumform. Jede Bewegung des Raumes lässt entweder das Gebilde 
in sich, oder bringt es zur Deckung mit einem congruenten Gebilde. Wenn 
die gegebene Gruppe r-gliedrig, diejenige Untergruppe, bei welcher das 
Gebilde in sich bewegt wird, nt-gliedrig ist, so bildet die Gesammtheit der 
congruenten Gebilde eine (r—m)- fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit Man 
kann das einzelne Gebilde als Element dieser Mannigfaltigkeit auffassen, 
und dann gelten für dieselbe die Gesetze einer Raumform im allgemeinen 
Sinne. Die für diese Raumform geltenden Bewegungsgesetze sind im All- 
gemeinen wesentlich dieselben, wie fUr die gegebene Raumform; die ent- 
sprechenden Gruppen sind meistens holoedrisch, zum mindesten meroedrisch 
isomorph. Dadurch gelangt man von jeder Raum form aus zu einer Reihe 
weiterer, welche mit ihr in sehr engem Zusammenhange stehen. 
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Jede iDtransitive Gruppe hat Invarianten, d. h. Functionen von 
Xi, ... a?^, welche durch keine Transformation der Gruppe verändert werden. 
Aber auch bei transitiven Gruppen kann man von Invarianten sprechen, 
wenn man die Coordinaten mehrerer Punkte in Betracht zieht Wird näm- 
lich eine beliebige Transformation der Gruppe dargestellt durch 

für i= 1, ... n oder kürzer durch y» = A(a?, «), so stellen bei beliebiger 
Wahl der p+1 Punkte x, x\ ... x^^^ die Gleichungen 

y, = /;(ar,a), y\^ax\a\ ... y^^> = A(a:<^\ a) 

zusammen eine mit der gegebenen Gruppe gleich gestaltete Gruppe von 
r Parametern und (p+l)« Variabein dar. Diese Gruppe wird zum min- 
desten dann intransitiv, wenn (p+l)fi>r ist. Folglich giebt es, wie 
bereits Herr Lte hervorgehoben hat, stets eine kleinste Zahl, so dass für 
diese und jede grössere Zahl von Punkten Invarianten vorkommen. Wenn 
hiernach die Zahl der Invarianten scheinbar unendlich gross ist, so ist doch 
die Zahl der von einander unabhängigen endlich und zwar höchstens gleich n. 
So lassen sich in vielen Fällen alle Invarianten aus einer einzigen her- 
leiten ; dazu ist nothwendig, aber keineswegs hinreichend, dass alle n Varia- 
beln in der Invariante wesentlich sind und nicht durch Transformation auf 
eine geringere Zahl zurückgeführt werden können. Kommen alle derar- 
tigen Invarianten auf eine einzige zwischen den Coordinaten zweier Punkte 

hinaus, so besitzt die Gruppe — -"o— - Parameter; treten aber zu einer In- 
variante, in welcher alle Coordinaten zweier Punkte wesentlich sind, noch 
davon unabhängige Invarianten hinzu, so wird dadurch die Zahl der Para- 
meter verringert. 

§10. 

Folgerungen aus dem achten Grundsatze. 

Bis jetzt haben wir nur die sieben ersten Grundsätze benutzt: indem 
wir den letzten hinzunehmen, sprechen wir im Gegensatz zu den bis jetzt 
betrachteten „Raumformen im allgemeinsten Sinne" von den „eigentlichen'' 
oder auch den „speclellen Raumformeu". Zunächst wollen v^ir jetzt diesen 
Grundsatz in anderer Form aussprechen: 

Bei der Ruhe eines Punktes in einem n-dimensionalen Räume wird kein 
zweiter so bewegt werden können, dass er ein n-^dimensionales Gebiet ausfüllt; 
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zugleich gehl durch den ruhenden Punkt kein Gebilde hindurch, welches noth- 
wendig zugleich in Ruhe gehalten oder in sich verschoben wird. 

Die eindimensionalen Raumformen können ganz ausgeschlossen wer- 
den. Für mehrdimensionale sagt der erste Theil des Grundsatzes aus, dass 
bei der Ruhe eines Punktes sich jeder zweite höchstens auf einem (»—!)- 
dimensionalen Gebilde bewegt. Der zweite Theil sagt nun zunächst, dass 
der bewegte Punkt in der That jede Lage auf einem (»— l)-dimensionalen 
Gebilde erlangen kann. Angenommen nämlich, der bewegte Punkt könne 
höchstens ein («— p)-dimensionales Gebilde beschreiben, wo p>l ist. Dann 
ziehe man vom ruhenden Punkte aus eine beliebige Linie und bestimme 
für jeden Punkt derselben dasjenige Gebilde, auf welchem er noch bewegt 
werden kann; die Gesammtheit derselben bildet höchstens ein Gebilde von 
«— e+l^fi— 1 Dimensionen, und dies wird bei der Bewegung in sich ver- 
schoben. 

Ferner sind durch unsern Grundsatz diejenigen Gruppen ausge- 
schlossen, welche Herr Lie systatisch nennt, und bei denen jedesmal eine 
Linie oder Fläche oder ein mehrdimensionales Gebilde in Ruhe bleibt, wo- 
fern ein Punkt in Ruhe gehalten wird: wenigstens darf ein solches Gebilde 
nicht reell sein. Endlich geht durch den ruhenden Punkt überhaupt kein 
reelles Gebilde hindurch, welches bei jeder alsdann noch möglichen Bewe- 
gung in sich verschoben würde. 

Da die Gruppe transitiv ist, darf zwischen den Coordinaten Xi, ... x^ 
desselben Punktes keine Invariante bestehen. Dagegen muss es zwischen 
den 2» Coordinaten a?,, ... x„ und x[^ ... x^ eine Beziehung geben, 
welche bei allen Transformationen der Gruppe ungeändert bleibt, da im 
andern Falle bei der Ruhe eines Punktes ein zweiter noch jede beliebige 
Lage erhalten könnte. Das Vorhandensein einer zweiten Invariante zwischen 
den Coordinaten zweier Punkte würde die bei der Ruhe eines Punktes noch 
mögliche Bewegung eines jeden zweiten auf ein (;i~2)-dimensionales Ge- 
biet beschränken. Zwischen zwei Punkten besteht daher eine einzige In- 
variante; ob davon unabhängig noch eine weitere Invariante für mehr 
Punkte vorkommt, muss vorläufig unentschieden bleiben. 

Diese Invariante zwischen den x und den x sei: 

Vertauscht man hierin x und x\ so erhält man eine blosse Function von /. 
Setzt man aber Xi = a?|, ... x„ = x^, so muss J von Xi, ... x„ ganz unab- 
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händig werden, weil zwischen den Coordinaten eines Punktes keine In- 
variante bestehen darf. Somit wird J(xi^...xj Xij...x^) entweder gleich 
einer Constante oder ganz unabhängig von dem Punkte x unentschieden. 
Im letzteren Falle haben wir zu unterscheiden, ob sich für dem x unend- 
lich nahe Punkte x derselbe Grenzwerth ergiebt oder nicht. Im Allge- 
meinen muss nämlich die Function eindeutig und stetig sein. So möge 
man vom Punkte x eine beliebige Linie ziehen; auf dieser Linie möge 
X dem X unendlich nahe kommen. Wenn dann J(x, x) stetig verläuft, so 
nähert sich /für x — x einem gewissen Grenzwerth. Für eine zweite 
derai-tige Linie gelte dasselbe. Sollte aber jetzt J einen andern Grenz- 
werth erhalten, so beachte man auf den beiden Linien solche Punkte, welche 
dem Punkte x unendlich nahe sind, und verbinde diese durch eine Linie. 
Dann wird auf der letzteren eine Unterbrechung der Stetigkeit stattfinden. 
Somit giebt es vom Punkte x aus ein Gebilde, längs dessen die Stetigkeit 
unterbrochen wird. Dies Gebilde muss aber auch bei der Ruhe von x in 
sich verbleiben. Da dies nach unserer Voraussetzung ausgeschlossen ist, 
muss sich die Function (1.) für alle Werthe von a?', welche unendlich 
nahe an x liegen, demselben Grenzwerthe nähern, und dann können wir 
durch eine kleine Umänderung immer bewirken, dass 

V \X\ , ... X^ ^ X\ , ... X^j '—— \J 

ist, in dem Sinne, dass die Function für alle reellen, unendlich nahe an x 
gelegenen Werthe von x' unendlich klein wird. 

Wenn jetzt der Punkt x in Ruhe gehalten wird und J(x, x) für 
eiien zweiten Punkt x den Werth a erhält, so wird o:' bei der Ruhe von 
X jeden Punkt einnehmen können , für den die Gleichung J(x, x') = a be- 
steht; wenigstens muss man um den Punkt x auf diesem Gebilde ein («— 1)- 
dimensionales Gebiet so abgrenzen können, dass jeder Punkt dieses Gebietes 
von 0?' wirklich erreicht werden kann. 

Wir nehmen den Punkt x^ unendlich nahe bei x an und setzen 
x[-'X, = dx,. Dadurch geht J(xi^...x„; x[^,.,Xn) über in eine Function 
K(dxi^ ... rfxj, in welcher x^y ... x„ als Constanten betrachtet werden sollen, 
da wir nur solche Bewegungen untersuchen, bei denen dieser Punkt in Ruhe 
gehalten wird. Zugleich ersetzen wir die Differentiale dx^^ ... dx^ durch 
»1, ... Ä„ und schreiben, um die Aenderungen, welche die z, bei einer un- 
endlich kleinen Bewegung erleiden, in der Lieschen symbolischen Bezeich- 
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nung angeben zu können, r, statt ^- Dann ist das Symbol einer der- 
artigen infinitesimalen Transformation 

(2.) :Sm,,z,r^, 

wo die Coefficienten m,, blosse Constanten sind. Da die Maltiplication 
sämmtlicher rfrr* mit derselben Constante keine Veränderung hervorruft, so 
ist unter den Transformationen (2.) die -2*m,,«.r, auszuschliessen, und wir 
können voraussetzen, dass in (2.) die Summe -2m,, = ist. Betrachten wir 
also bei den Transformationen der Gruppe nur diejenigen Aenderungen, 
welche bei der Ruhe eines Punktes die unendlich nahen Punkte erleiden, 
so lässt sich deren Gesammtheit als Untergruppe der (»^ — 1) - gliedrigen 
Gruppe betrachten: 

«,r,— «,r,, «,r, flir t4=^. 

Diese Untergruppe muss offenbar intransitiv sein; sie soll eben die 
Function Ä'(«i,...«J unverändert lassen. Andererseits sieht man aber sehr 
leicht ein, dass, wenn durch die Gruppe eine lineare Form ^c,ss, unverändert 
bleibt, bei jeder Bewegung, die den Punkt x in Ruhe lässt, auch ein um 
den Punkt liegendes unendlich kleines Gebiet in sich verschoben wird. 
Wenn aber mehrere solche linearen Formen vorhanden sind, so müssen 
mehrere derartige Gebilde, und damit auch ihr Durchschnitt, in sich bewegt 
werden. Wenn aber flir die betrachtete Untergruppe eine lineare reelle 
Function der z eine Invariante ist, so muss bei der Ruhe des Punktes x 
ein (»— l)-dimensionales unendlich kleines Gebiet in sich bewegt werden; 
dies setzt sich weiter fort, und ein («— l)-dimensionales Gebilde wird in 
sich bewegt. Wenn aber eine imaginäre lineare Function invariant blei)t, 
so muss damit ihre conjugirt complexe Form verbunden sein; deren Schnitt 
ist für 11 > 2 reell, und wir sehen, dass ein (fi--2)-dimensionales Gebilde 
in sich verschoben wird. Wenn endlich die Function Ä'(«i,...«J nur die 
Variabein «1, ... a,^ enthält, aber a,,,+i, ... a„ fUr m<in nicht vorkommen, 
80 wird das Gebilde äi = ä2 = • • • = a,« = in sich verschoben. 

Demnach können wir für fi>>2 folgende Bedingungen aufstellen: 
Die Gruppe, durch welche die unendlich kleinen Grössen dx^ , . . . dx^ 
transformirl werden, muss eine und zwar eine einzige Invariante zwischen den 
Coordinaten eines jeden Punktes besitzen ; in dieser Invariante darf für « > 2 
kein linearer Factor vorkommen; zugleich müssen in derselben alle n Variabel 
wesentlich sein. 
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Den zweidimensionalen Raam wollen wir erst später behandeln; für 
einen mehrdimensionalen mögen die unendlich nahen Punkte durch folgende 
infinitesimale Transformationen verändert werden: 

(3.) -2'm.,«.r,, 2:m[^s,r„, .... 

Dann muss die Invariante K den Gleichungen geniigen: 

(4.) -2*111,^3, ^ = 0, ^m[^z, -g— = 0, .... 

Diese Ausdrücke müssen so beschaffen sein, dass sich alle ihre Ab- 
leitungen durch eine einzige ausdrücken lassen, weil wir im andern Falle 
mehrere Invarianten erhalten würden. Da zudem keine dieser Ableitungen 

verschwindet, muss es möglich sein, alle durch ^^ auszudrücken, und es 

bestehen die Gleichungen: 

^^•>> dz' = ^' dj; ' • • •' ö^ = '^^ • d^' 

wo die P27 ... Pft wicht blosse Constanten sein können. 

Das System (5.) von Gleichungen ist wesentlich identisch mit dem 
System (4.) und aus letzterem durch blosse Elimination erhalten. Somit 
kommen auch unter den Gleichungen (4.) «—1 von einander unabhängige 
vor, und die Zahl der von einander unabhängigen infinitesimalen Transfor- 
mationen (3.) ist mindestens gleich «— 1. Wendet man dieselbe Elimination, 
welche von (4.) zu (5.) führt, auf die Symbole (3.) an, so muss man auf 
Symbole r^—P^ri für x = 2, ... n gelangen, und die Symbole Q^r^—FgO^cri 
müssen nach passender Bestimmung der Q^ wiederum unendlich kleine Be- 
wegungen darstellen, welche sich aus (3.) zusammensetzen lassen. Diese 
schreiben wir in der Form 

wo die (p,^ lineare Functionen sind. Je zwei Functionen <pi^ und q)^i dürfen 
nicht durch Multiplication mit einem constanten Factor in einander über- 
geführt werden können. 

Nach der in § 9 Gleichung (2.) gegebenen Vorschrift combiniren 
wir jetzt die Transformationen (pnT2^<fn'ri und (pziTi—ipi^rx. Die neue un- 
endlich kleine Transformation muss sich linear durch die Transformationen 
(3.) und somit durch die Transformationen (6.) und die etwa weiter vor- 
handenen darstellen lassen. Da bei der Combination (^21^2—^12^1? <^3i^3~-Vi3^i) 
die r4, ... r„ nicht vorkommen, so muss dieselbe sich entweder linear durch 

21* 
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g>2if'2—<pi2ri und (pzir^—fpi^ri allein darstellen lassen, oder es muss noch eine 
Transformation Miri+M2r2+M3ri hinzukommen, welche sich auf die Form 
yasra—yaifa muss zurttckführen lassen. 

Betrachten wir zunächst den ersten Fall, so erhalten wir die Glei- 
chungen : 

8 1 

von denen mindestens zwei unabhängig sind, so dass wir cp^^ und ^13 linear 
durch (pi2 und ^21 ausdrücken können. Würde die Gruppe durch die «— 1 
infinitesimalen Transformationen (6.) bestimmt, so würden sich alle tp^i und 
(Pu durch (pi2 und ^21 darstellen lassen; somit mUsste fttr (pi2 = ^21 = keine 
Bewegung möglich sein, was ausgeschlossen ist. 

Ausser den beiden ersten Transformationen (6.) möge jetzt eine 
Transformation y 23 jt?2 — ^aaft vorkommen. Dann ergeben sich die Glei- 
chungen: 



aus denen unmittelbar die einfacheren folgen: 



(7.) 



ö 9^13 = 6 ^23 + ^ 9^32 

a' (P21 ^ b' (p3^ + c' (p^3 

a"(pi2 — b''(pi2+c"q)2i 



a q>i2=P ^23 + 9 ¥^32 

o' (fn = p' <p3i + q y 13 
ö'V3i =p''Vi2+q"(p2u 



wo die a^ a!, a ' nicht verschwinden und deshalb gleich Eins gesetzt werden 
können. Setzt man die Werthe aus den ersten Gleichungen in die dritte 
Gleichung links und in die zweite Gleichung rechts, so würden sich alle 
sechs Functionen durch <^23 und 9732 darstellen lassen, wenn nicht c'' und 
p' verschwinden. Diese Erwägung zeigt, dass c, c\ c" und p, p\ p" ver- 
schwinden. In diesem Falle lassen sich die sechs Functionen durch drei 
darstellen. 

Hiernach sind von den sechs linearen Ausdrücken y^,, y^, <y>,i, tpn, 
q>*xy Vxx höchstens drei von einander unabhängig, und zwar unter den beiden 
Bedingungen, dass 1) auch (p^xr^-(pi,n eine von (puTi-cp^ir^ und yur,— y^r^ 
unabhängige Transformation ist, und dass 2) (p,x und cp^i sich nur durch 
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sionalen Gebilde ; bei der Ruhe von x' und x" mnss x auf den beiden Ge- 
bilden J(x, x') = a, J(x, rr") = a' bleiben. Da diese aber bei beliebiger Lage 
von X und x' kein (»— l)-dimensionale8 Gebilde gemeinschaftlich haben, so 
ist die Bewegung auf ein Gebilde von «—2 Dimensionen beschränkt. Indem 
wir dieselbe Betrachtung auf mehr Punkte übertragen, erhalten wir den Satz: 

In den eigentlichen Raumformen von n Dimensionen verbleibt bei der 
Ruhe eines Punktes jeder andere auf einem (n—iydimensionalen Gebilde, bei 
der Ruhe zweier Punkte auf einem Gebilde von n — 2, bei der Ruhe dreier 
Punkte von n—S Dimensionen u. s. tr.^ und ist bei der Ruhe von n Punkten 
keine Bewegung möglich, woferti die gegenseitige Lage der Punkte nicht be- 
sonderen Bedingungen genügt. 

Gehen wir wieder zu den infinitesimalen Transformationen (3.) resp. 
(5.) zurttck. Wir haben gesehen, dass wir denselben die symbolische Form 
L,r,— L^r, geben konnten, wo die Li, ... L^ lineare homogene P^unctionen 
von J5i, ... 2« sind. Aus der Gleichung: 

folgt : -^ = -^-^ , oder die Ij , ... L^ sind die Differentialquotienten einer 

quadratischen Form nach »i, ... a«, und da L^-^ L;,-g — = ist, so 

muss K eine Function dieser Form sein und kann ihr geradezu gleichgesetzt 
werden. Daraus folgt der Satz: 

Wenn eine homogene lineare Gruppe von n Veränderlichen kein ebenes 
Gebilde in Ruhe lässt oder in sich verschiebt, so ist sie entweder transitiv, oder 
der Raum zerlegt sich in quadratische Gebilde, von denen jedes in sich be- 
wegt wird. 

Stellt man die quadratische Form K(z^ ? • • • «n) iJ^ der Form von n 
Quadraten dar, so müssen im vorliegenden Falle alle Quadrate dasselbe 
Zeichen haben; demnach ergiebt sich: 

Die Invariante /(aji, ... ar„, ic{,...arl), welche unter den gestellten Be- 
dingungen für die Coordinaten zweier Punkte besteht, geht für x\ — x,'\-dx^, 
über in eine beständig positive Form von dx^^ . . . dx^, in welcher alle n Diffe- 
rentiale wesentlich sind, und deren Coefficienten noch die Xi^ ... x^ enthalten 
können. 

Die —^ — - infinitesimalen Transformationen, durch welche diejenige 
Gruppe bestimmt wird, welche die Bewegung bei der Ruhe des Punktes x 
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angiebt, lassen sich so wählen, dass man für i, x = l^ . . . n setzen kann: 

wo noch höhere Potenzen von x^—Xi^ ... xl—x^ hinzukommen. Bildet 
man deren Combinadon, so muss sich die dadurch dargestellte Transfor- 
mation homogen linear durch die vorhandenen ausdrücken lassen. Da sich 
aber diese Ausdrücke bereits aus den linearen Gliedern ergeben, so folgt: 
In (Men n- dimensionalen eigentlichen Raumformen haben die Unter- 
gruppen, durch welche alle bei der Ruhe eines Punktes möglichen Bewegungen 
dargestellt werden , stets dieselbe Zusammensetzung, Man kann zw ihrer Be- 

Stimmung — ^-^ — - infinitesimale Transformationen X,^f für X^^+X^^ =zO so 

wählen, dass für ungleiche Marken i, x, l, u die Relationen bestehen: 

§11- 

Der Differentialausdnick zweiten Grades. 

Wenn der Punkt x in Ruhe gehalten und um denselben eine Be- 
wegung ausgeführt wird, so bleibt eine quadratische Form JSa^^dx.dXj, un- 
geändert, wo die a,^ Functionen von a:,, ... x^ sind. Gelangt aber durch 
irgend eine starre Bewegung des Raumes der Punkt x in einen Punkt x', 
80 muss die Form JSa^^dx^dx^ in die entsprechende Form 2:a[^dx[dx'^ über- 
gehen. Diese Eigenschaft soll uns dazu führen, den Differentialausdruck 
genauer kennen zu lernen. Wir benutzen wieder eine unendlich kleine 
Bewegung und wählen als ihr Symbol 

Damit hierdurch die quadratische Form nicht geändert wird, müssen 
die ^ ^^ Gleichungen befriedigt sein: 



2 



^««« L- . -. Ö^? I ^^t 



(1.) ^(|^f,+,„^.+„.,.^^) = 0, 



wo, wie stets im Folgenden, die zu benutzenden Marken die Zahlen 1, . . . « 
bezeichnen und eine Summation auch stets auf diese Zahlen ausgedehnt 
werden soll. 

Die weitere Untersuchung bietet grosse Aehnlichkeit mit denen der 
Herren Christo ff'el und lApschitz über Differentialausdrücke zweiten Grades; 
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namentlich ergeben sich die von diesen Herren benatzten Abkürzungen hier 
mit hervortretender Nothwendigkeit ; für dieselben benutzen wir die Be- 
zeichnung des Herrn Christoffel 

Die Gleichung (1.) wird nach xx differentiirt und liefert dann: 

/ 5'a,x g . ötfjx dlg . ^flig g|g düng d^g 
g ^ dxxdxg ^ dxg dxi dxx dx^ dxx dx^ 



Da hier die partiellen Differentialquotienten von 1^ sowohl nach x^ 
und j?a, wie nach x^ und ir> vorkommen, so bilde man einmal die Gleichung 
(1.) für i und X und differentiire nach x^, und dann für die Marken x und 
i und differentiire nach x,. Indem wir die beiden letzten dieser Gleichun- 
gen addiren und die erste subtrahiren, erhalten wir eine Gleichung, in 
welcher nur die zweite Ableitung von S^ nach x, und x^ vorkommt. Um 
dieselbe bequem schreiben zu können, benutzen wir die Abkürzungen: 

r9\ 9p^l — ^QxA . da,x gfl.x 

^"^'^ ^IXJ ~ dx, "^ dx^ dxx ' 

woraus weiter folgt: 

w ^=[t']+w. ["]=[";]• 

Jetzt erhalten wir folgende Gleichung: 

(*•) f 0.^+-&[';l+t-[v]+Ä[';]+»".^) = »• 

Wir erinnern daran, dass in der quadratischen Form Sa^^dx^dx^ alle 
n Differentiale wesentlich sind, dass also die Determinante |a,J = ^4 nicht 
identisch verschwindet. In dieser Determinante bezeichnen wir den Coeffi- 
cienten von a,» mit A,^^ so dass die Gleichungen bestehen: 

i:a,gA,^=^A, JSa,gA^g^O für i+;f. 
e Q ^ ^ 

Hiernach können wir aus (4.) den Werth jedes zweiten Differential- 
quotienten von 1^ vermittelst der |^ und ihrer ersten Differentialquotienten 
ausdrücken. Mit Herrn Christoffel führen wir noch die Bezeichnung ein: 



(6) ^[';]^ 



ersetzen in (4.) den Buchstaben X durch a, multipliciren mit — ^ und 
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gammiren aach nach a; dann folgt: 

Ich differentiire (4.) nach x^ und erhalte eine Gleichung, in welcher 
ausser den |^, ihren ersten und zweiten Ableitungen noch 

(7.) ^»M ^'^' 



Q ^ dxtdxxdXfj, 



vorkommt. Nun vertausche ich in (4.) die Marken x und ^ und differen- 
tiire dann nach x,. In der neuen Gleichung kommen die dritten Differen- 
tialquotienten nur in der Verbindung (7.) vor. Wenn die so gebildeten 
Gleichungen von einander subtrahirt werden, nimmt das Resultat unter An- 
wendung der Gleichungen (3.) die Gestalt an: • 

Q ^ dxo \ dxu dxx ) dx^ \ dx^ dx^g J 



dxx \ dXfji dxg ) dXft V dx^j, dx^ ) dx^ V dx^ dx^ / 

+z(-/|~M-/|^r"']-/|-["']+^^n) = 0, 

T \ ox^oxg Lr J ox^ox^ LtJ öXxäxx LtJ oxiox^ LtJ/ ' 

WO in den vier letzten Summen der Summations-Buchstabe p durch t er- 
setzt worden ist. Diese Vertauschung ist angebracht, um einfacher die aus (6.) 
folgenden Werthe flir die zweiten Differential quotienten einsetzen zu können. 

Geschieht das, so erhalten wir als Coefficienten von n- -• V^» ^— • -^- 

' OX^ ' ÖXx ^ OX^ ^ OX^ 

Ausdrücke, welche ganz gleichmässig gebildet sind. Wir werden dadurch 
zu der bekannten Abkürzung geführt: 

(8, (..,, = !||-_!J|Ih-^^([-][./]_[.;]['.]). 

Ausserdem setzen wir für den Augenblick: 



p..= ' 
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und erhalten: 



(9.) 



-.^-It ^([;im-[;ira-[;l[T]+mM) = «• 



Diese Gleichung ist einer bedeutenden Vereinfachung fähig, zu der 
wir auf folgendem Wege gelangen: 

Da £a„ — j^ = 1 oder ist, wird der Differentialquotient nach jedem 

x^ gleich Null; also besteht die Gleichung: 

Indem ich in der zweiten Summe deren Werth aus (1.) einsetze, folgt: 

Hier ersetze ich die Marke i durch a, multiplicire mit —j^ und 

summire nach a; wenn ich dann noch in der zweiten Summe den Summa- 
tionsbuchstaben r und in der dritten a durch q ersetze, erhalte ich folgende 
Gleichung : 

welche auch an sich durch ihre Aehnlichkeit mit (1.) einiges Interesse be- 
anspruchen dürfte. 

Hier möge in den beiden letzten Summen der Buchstabe q durch a 
ersetzt, dann an Stelle von x und l neue Summationsbuchstaben eingeführt 
und mit 



m ["/]-[';]['."] 



multiplicirt werden ; dadurch erhält in (9.) die nach q^ a, t gebildete Summe 
die Form: 



^CTT 



^ A 



- -' -•- ([',"][•.']-[*;][';]). 



und die Gleichung (9.) nimmt folgende einfache Gestalt an: 
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(11.) 



fk^ + l|-(^^'^.") + t-('^^") 



+ 



dl 



g-0^(»^)+f^(M = o: 



Diese Gleichung, welche aus (1.) durch Entwicklung der Integrabili- 
tätsbedingungen erhalten ist, zeigt in ihrer äusseren Form grosse Aehnlich- 
keit mit einer Gleichung, welche aus mehreren Gleichungen (1.) durch blosse 
Addition und Multiplication erhalten wird. Multipliciren wir nämlich die 
Gleichung (1.) mit Gx,,, bilden dann die Gleichung (1.) für die Marken l 
und fi, und multipliciren mit a,^, addiren diese Gleichungen und subtrahiren 
zwei ähnlich gebildete, so gelangen wir zu einer Gleichung, deren Aehn- 
lichkeit mit (11.) dann besonders deutlich hervortritt, wenn wir die Ab- 
kürzung einfuhren: 

(12.) [dxfi] = a.^ax^-a.^ax,. 

Dann wird die neue Gleichung: 



(13.) 



fb^+l^[^M+||^M 



+S^^«+I^M-o- 



Die Vergleichung der Gleichungen (11.) und (13.) legt die Vermuthung 
nahe, dass fttr je vier Marken die Gleichung besteht: 

(14.) (iXxjLc) = M.[iXxfi]^ 

wo M eine Constante bezeichnet. Ehe wir dazu übergehen, die Berechti- 
gung dieser Vermuthung zu prüfen, erinnern wir an die Beziehungen, welche 
die Herren Christo /fei und Lipschitz fttr die Ausdrücke (ilx/i) aufgestellt 
haben. Diese werden durch die vier Gleichungen gegeben: 

(iXxu) = — (iix/i), 

{ilxu) = --(jlXux^ 

{iXxfi) = (xjuil)^ 

(^llXju)'\-(lXILll) + (cui,x) = 0. 

Dieselben Beziehungen bestehen zwischen den durch (12.) definirten Grössen 
[ii.xfi\. 

Wir beweisen zunächst die Richtigkeit der Gleichung (14.), indem 
wir die Ausdrücke (ilx//) und [ilxia] fttr denselben festgewählten Punkt all- 
gemeiner Lage bilden und zeigen, dass M sich nicht ändert, wenn man ÜB 

22* 



(15.) 
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Marken ^, i, z^ fi durch irgend vier andere Marken ersetzt. Zu dem Ende 
gehen wir auf die Gleichung (11.) zurück und berücksichtigen, dass wir 

im vorigen Paragraphen für — ^^-^ — - von einander unabhängige infinitesimale 

Transformationen die Anfangsglieder der einzelnen Componenten kennen 
gelernt haben. Lassen wir den Punkt x^ in Ruhe, bezeichnen die Werthe, 
welche die a,, fttr diesen Punkt annehmen, mit a"^, so entwickeln wir die 
Componenten fj, ... f^ nach Potenzen von Xi— a?i, ... x^—xl. Eine Trans- 
formation Xaßf hat dann nur in den Componenten |« und ^ß Glieder ersten 
Grades, und in allen andern nur solche zweiter und höherer Grade; wir 
erhalten : 

o o 

während bei einem von a und ß verschiedenen y jedes 1^ mit Gliedern 
zweiter Ordnung beginnt. Diese Werthe von $i, ... |^ setzen wir in die 
Gleichung (11.) und lassen dann x^^^x^ werden. Dadurch verschwindet 

jedes S^; -^^^ wird a% u. s. w. Zugleich haben wir auch in die Ausdrücke 

für (fihcfi) u. 8. w. den Werth o:^ = x„ einzusetzen. Der erhaltene Werth 
gilt dann aber für jedes a}\ und wir können somit die obere Marke weg- 
lassen. Dadurch gelangen wir zu der Gleichung: 

Die vorstehende Gleichung wird keine Beziehung der (clxfi) und a,, ... 
angeben, wenn cc = ß, oder wenn i = X, oder wenn x = /i ist. Für i = x, 
i = ^ erhalten wir aus (6.): 

(16-.) aßXo^hX)^a,Xß^iX)+aßx(iaa)^aax(^ßLX) = 0, 

und für ^ = x: 

\ aß,{{alifi) + (iXafi)] ~ a«,[0?A£.a) + {iXßfi)] 

.+aßx(iai!u)-aax(ißifiHaß^(^ilia)'-'a^^(iliß) = 0. 

In der Gleichung (16.) beschränke ich mich zunächst auf drei ver- 
schiedene Marken, als welche ich 1, 2, 3 wähle. In (16^) setze ich a = 2, 
/9 = 3, £ = 2, X = 1 und erhalte : 

(a.) a32(1212)-a22(1213)-ai2(2321) = 0. 

Indem ich diese Gleichung mit 033 und die aus ihr durch Vertauschung von 



(16.) 



(16».) 
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2 und 3 sich ergebende mit (hz maltiplicire, erhalte ich: 

(/?.) a23[a33(1212)-flb2(1313)]-Oi2a33(2321)-Oi3022(2331) = 0. 

In (16\) setze ich i = 1, i = 2, ^ = 3, a = 2, /? = 3; dann erhalte 
ich eine Gleichung, aus der in Verbindung mit den durch Erhöhung der 
Marken erhaltenen unmittelbar folgt: 

On(2323)+a23(1213) = a22(3131)+a3x(2321) = ... 

Hiemach kann ich aus (ß.) die eckige Klammer wegschaffen und 
erhalte : 

(2321) = ilf[2321], (3132) = ilf[3132], 

und demnach auch (1213) = Jlf[1213]. Diese Werthe in (a.) eingesetzt, 
folgen die entsprechenden Formeln flir (1212), (2323), (3131). 

Hier ist aber nur bewiesen, dass M sich unter Beibehaltung der drei 
Marken 1, 2, 3 nicht ändert. Wendet man aber die obigen Gleichungen 
auf die Marken 1, 2, 4 an, so folgt unter anderm: 

(1212) = itf'[1212], (1414) = ilf '[1414], 

also wenn nicht (1212) und [1212] beide verschwinden, M==M'. Dasselbe 
Resultat erhält man aber auch, wenn man die vier Marken a, ß, i^ X in 
(16".) in beliebiger Reihenfolge gleich 1, 2, 3, 4 setzt. Wollte man aber 
in (16.) die i, X^ x^ fi=^ 1, 2, 3, 4 setzen, so gelangt man nicht zu neuen 
Resultaten. Wählt man aber etwa in (16\) a = 1, /? = 2, i = 3, i = 2, 
iu = 4, so folgt: 

(1234)+(1432) = J»f|[1234]+[1432]t. 
Somit ist 

(y.) (1234) = ilf[1234]+P, (1432) = M[U^2]^Q. 

Nun ist nach (15.) 

(1234)-(1432) = (1234)+(1423) = -(1342); 

demnach 

(1342) = M[IU2]-2Q, 

ifroraus entsprechend den Gleichungen (y.) folgt: 

(1243) = J»f[1243]+2(>, 
ifrährend die erste Gleichung (y.) liefert: 

(1243) = ^[1243]- p, 
sodass P = sein muss. 
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Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, dass sich M auch bei Hinzn- 
nahme weiterer Marken nicht ändert. Diesen Nachweis Übersieht man sehr 
leicht, nnd man erhält ganz allgemein: 

(ilxfi) = M(x).[lXxiu]. 

Mnltiplicirt man die Gleichung (13.) mit M(x) und subtrahirt sie yon (11.)? 
so folgt: 

2L^^ = 0. 

Hier darf man für ^i, ... Sn die Componenten irgend einer in der Raum- 
form möglichen unendlich kleinen Bewegung setzen. Bestände also die 
vorstehende Gleichung für ein veränderliches M(x)^ so bliebe dies bei allen 
Transformationen der Gruppe invariant, und die Gruppe wäre intransitiv. 
Da das unmöglich ist, muss M eine blosse Constante sein. 

Da die Grössen üaßayS—OasOyß, welche wir der Kürze wegen mit 
[ayßd] bezeichnet haben, nicht sämmtlich verschwinden können, so muss 
die Constante M endlich sein. Wir haben die drei Fälle zu unterscheiden, 
dass M gleich Null, positiv und negativ ist. Im Falle M=0 verschwinden 
alle Ausdrttcke (jlIx/i) identisch. Dann hat Herr UpschiU nachgewiesen, 
dass sich die Form JSa,^dx,dx^ in eine solche mit constanten Coefficienten 
verwandeln lässt Wir können also die Coordinaten so wählen, dass die 
Form wird JSdx]. Soll diese Form bei der Transformation dx^ = dt.F^{x) 
ungeändert bleiben, so muss sein: 



also 



woraus folgt: 



2dx,.dF, = Zdx,' 1^ dx^ = 0, 



dxt ' 9a:» dxt 



dxl ' dx^dxx dx^dXi 

Aus der letzteren Gleichung bilde man neue durch Vertauschung der Marken 

ly X, i, und dann folgt ^— ^ — = 0, so dass Fi eine lineare Function 2!fni^x^+qi 

ist mit der Bedingung mx^+m^x = 0. 

Dies fuhrt zu den ^^^J" ^ infinitesimalen Transformationen: 

Pn ^iPx^^mPi ftlr t, ;f = 1, . . . ». 
Dass hierdurch die Euklidische Raumform bestimmt wird, ist bekannt 
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Wenn M positiv =-rt ist, so kann man nach den Untersnehnngen 
des Herrn LipschiU den quadratischen Aasdmck auf die Form bringen: 

üdaf 

Schon aus dieser Form ergeben sich sehr einfache Bewegungsgleichungen. 
Zu noch einfacheren gelangt man aber, wenn man 



oder umgekehrt 



^«e^^l^-^ &V, + tl?+- + tln'=*^ 



*^'- 4Js'+£xl ' **«■" 4k'+£xl 



setzt Hierdurch geht der Differentialausdruck ttber in k^dti+di^'\ ydul. 

Demnach können die unendlich kleinen Bewegungen, wenn man -ö-^ = qa 

setzt, symbolisch durch u^q^—u^q, und ft^«»^,— ti^j^u dargestellt werden. Es 
sind dies die Raumformen constanter positiver Ejllmmung, welche ich (dieses 
Journal Bd. 86 S. 72 ff.) als die /Zteniafifische Raumform und deren Polar- 
form unterscheide. 

Ist if negativ, so lasse man H^ negativ sein; dann bleiben die Formeln 
ungeändert, und man gelangt zu der Lobalschewsky^oYi^n Raumform. 



§12. 

Directe Bestimmung der zugehörigen Gruppe. 

Zu den im vorigen Paragraphen vermittelst der Integrabilitäts - Be- 
dingungen gewonnenen Resultaten wollen wir jetzt versuchen, auf anderen 
Wegen zu gelangen. Um auf ein Beweisverfahren, welches hier angewandt 
werden könnte, wenigstens aufmerksam zu machen, fassen wir das haupt- 
sächlichste Ergebniss des § 10 in die Worte : 

Jede eigentliche Raumform kann für jedes unendlich kleine Gebiet 
als eine Euklidische betrachtet werden. 

Von diesem Resultate ausgehend, kann man die ebenen und die 
Kugelgebilde rein geometrisch herleiten. Dadurch gelangt man ftlr 
einen dreidimensionalen Raum zu allen jenen Sätzen, welche Euklid 
implicite oder explicite voraussetzt, mit Ausnahme des sogenannten 
elften Grundsatzes; und fQr einen mehrdimensionalen Raum wird das Er- 
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gebniss ganz ähnlich. Hiervon ausgehend kommt man zu den verschiedenen 
Arten des Raumes. 

Wir ziehen es jedoch vor, entsprechend dem in § 10 verfolgten Wege 
auch ferner die Theorie der Transformationsgruppen anzuwenden. Dabei 
berücksichtigen wir vor allem das Resultat, dass die Gruppe derjenigen 
Bewegungen, welche bei der Ruhe eines Punktes möglich sind, durch 

Z infinitesimale Transformationen X,^f bestimmt wird, und dass zwischen 

diesen die Beziehungen bestehen: 

(1.) (js,,jr,o-Xu/; (A.,Ao = o 

für ungleiche Werthe von ly x, l, /ti. Diese Gruppe ist für « = 3, 5, 6, . . . 
einfach ; nur flir » = 4 kann sie durch blosse Zusammenstellung zweier ein- 
fachen Gruppen gebildet werden. Es fragt sich jetzt, wie die weiteren n 
Transformationen Xif, ... X/, welche zur Bestimmung der Gruppe noch 
nothwendig sind, hinzugefügt werden müssen. Um diese Frage beantworten 
zu können, berücksichtigen wir, dass bei der Ruhe eines Punktes kein 
Gebilde in Ruhe verbleiben muss, dass also die Gruppe zu denjenigen ge- 
hört, welche Herr Lie als asystatisch bezeichnet. Darüber beweist er den 
Satz (Transformations-Gruppen L S. 520): 

Eine transitive Gruppe ist dann und nur dann asystatisch, wenn die 
einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete Untergruppe in keiner 
grösseren Untergruppe (und ebensowenig in der Gruppe selbst) invariant ist 

In unserem Falle darf also die Gruppe der -X^^ weder in der Gruppe 
aller Bewegungen des Raumes noch in einer Untergruppe von mehr als 

r Gliedern eine invariante Untergruppe darstellen. Wie also auch 

die X^f gewählt werden, wofern sie nur unter einander und von den X^ 
unabhängig sind, darf es nicht möglich sein, dass die Combination aller X, 
mit einigen der X^ durch die X^^ allein ausgedrückt werden könne. 

Hiermit stellen wir folgenden Satz zusammen: 

Wenn eine Gruppe nicht ihre eigene Haupt -Untergruppe ist und 
eine einfache oder halbeinfache Untergruppe G^ besitzt, so enthält sie auch 
stets eine Untergruppe, deren Transformationen mit allen denen von G^ ver- 
tauschbar sind. 

Wenn aber in unserem Falle die Haupt - Untergruppe weniger als 

T Parameter enthielte, so gäbe es in der Gruppe mindestens eine 



IX 



<jr 
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genügt, mit der vorstehenden ähnlich. Wir erhalten also nur zwei wesent- 
lich verschiedene Gruppen,- jenachdem k^ positiv oder negativ ist, and 
gelangen wieder zu den Ranmformen constanter positiver oder negativer 
Krümmung. 

Wenden wir ebenso die allgemeinen Sätze über die Gestaltung der 
Gruppen auf diejenigen an, welche aus der Gruppe (1.) und einer invarianten 
Untergruppe vom Range Null zusammengesetzt sind, so finden wir, dass die 
Transformationen der invarianten Untergruppe sämmtlich mit einander ver- 
tauschbar sind. Wählt man n beliebige unter ihnen zur Aufstellung des 
Coordinatensystems, so ergeben sich die infinitesimalen Transformationen in 
der Form: 

Weil diese aber eine invariante Untergruppe bestimmen, muss 
(-SC«XJ = -Q-J^ aus p,, ... p^ 

durch Multiplication mit constanten Grössen und Addition erhalten werden; 
also kommen in den X,^f die x^ ... x^ nur linear vor. Soll jetzt die 
lineare Form K(dxi ? • • • dx„) lauter Quadrate enthaltea, so sind die infini- 
tesimalen Transformationen 

(5.) p,, x,p^-x„p, für /, X = 1, . . . «. 

Daraus folgen unmittelbar alle Eigenschaften der Euklidischen Geo- 
metrie. Somit erhalten wir den Satz: 

Es giebt nur drei verschiedene Gruppen, welche su den eigentlichen 
Raumfarmen gehören. Dieselben müssen sämmtlich ihre eigenen Haupt-Unter^ 

gruppen sein. Zu ihrer Bestimmung benutze man -^^ — - infinitesimale Trans- 
formationen, und wähle dieselben so, dass immer ist: 

(X^^X^x) = X,), (X^^Xi^^) = 0, {X,X^^ = Xj,f; 
dazu kommen entweder 

{X,X^ = — j^:t X^^f, 

WO k^ eine positive oder negative Constante ist, oder 

Den Satz, dass die invariante Untergruppe vom Range Null, welche 
in einer zu einer eigentlichen Raumform gehörigen Gruppe vorkommen 
kann, lauter vertauschbare Transformationen enthält, kann man auf einen 
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Satz stutzen, dem man unter Anwendung einer von mir eingeführten Be- 
zeicbnang den Änsspracb geben kann : 

Wenn alle Nebenwarzeln durch eine einzige mitgefordert sind, so 
sind die Transformationen der invarianten Untergruppe mit einander ver- 
tansobbar. 

Aus diesem Satze folgt nämlich: 

Wenn die Y,f eine einfache Untergruppe, die Z^^ die invariante Uoter- 
giuppe vom Range Nnll bestimmen, nnd wenn man, ausgebend von einem 
Z./", durch Combination mit allen YJ jedesmal (wenigstens allmählich) zu 
allen Z^f gelangt, so sind alle Transformationen der invarianten Unter- 
gruppe mit einander vertauschbar. 

In unserem Falle lasse man die X^,f derartig gewählt sein, dass der 
Nullpunkt in Ruhe bleibt. Indem wir von demselben ans » Richtungen 
passend wählen, können wir fllr die X,^/" die Form voraussetzen: 

X,^/" = x,pg—x,p,-\ — , 

wo in den weitereu Gliedern die p, , ... p, mit Functionen zweiten und 
höheren Grades von ar,, ... x, multiplicirt werden. Ebenso können wir 
annehmen, dass in jedem Xj als einziges Glied ohne x,, ... x, das p. vor- 
kommt. Daraus folgt: 

(X.X„) = X.f+[X,.f], 

wo der Klammerausdruck eine lineare homogene Function der X^^f bezeich- 
nen soll. Dieser muss verschwinden, wenn die Xj, ... X,f als der inva- 
rianten Untergruppe angehörig vorausgesetzt werden. Somit gelangt man 
in der That, von einem beliebigen Xj ausgehend, durch die Operation 
(X,X,,) zu allen Xj. 

So überaus einfach die vorstehenden Beweise auch sind, haben sie 
doch den Nachtheil, dass sie manche Sätze voraussetzen, und noch dazu 
solche, welche erst durch ein tieferes Studium der Theorie der Transfor- 
mations- Gruppen gewonnen werden können. Es erscheint daher ange- 
messen, einen Beweis beizufügen, welcher nnr die einfachsten Principien 
dieser Theorie, nämlich die Formeln (1.)— (4.) in § 9 voraussetzt. 

Zu dem Ende gehen wir wieder von derjenigen Darstellung der 
— - - A — - infinitesimalen Transformationen aus, welche wir oben als möglich 
angegeben haben; es ist das die Form: 

23* 
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(60 



Daraus ergeben Bich fUr die ZasammenBetzung die Formeln: 



(7.) 



(^«^1») = ^*"'"/1?^^«'eo-^?<'^ 



ncl)Bt den oben hergeleiteten (X^^X^^ =^ X,^. In (7.), wie auch stets im 
Folgenden, erstreckt sich die Summation nach q^ o nur auf die verschie- 
denen Combinationen aus je zwei ungleichen Marken der Reihe 1, ... n. 
Jetzt tilgen wir zu jedem Xj einen linearen Ausdruck der X^^ hinzu, 
nHmlich: 

und wir wollen zeigen, dass die (?)(9) Coefficienten m^^ so gewählt werden 
kUnnen, dass die Gleichungen bestehen: 



Nun ist 



[X^ + «. «•* , A^, « A,,) — A, + ^km cj, «o A^ + ^ (mjy A^ — m^^ A.,} , 



WO die Summation nach r nur Über die von i und ;? verschiedenen Marken 
AU^uttlhren ist- KIhmiso ist: 

V-S . — ^t* A^ • A.i^ = ^ ^zlj»m A^ . Ä (■•„ A;, «li^ A^ J • 

wo joixt I von X und k verschieden sein muss. 

l>;iuniii$ ergelnni sich iilr die r folgende Bedingungen: 

und xur IVstimmunvr dor m die Gleichungen: 

Ind^w wir xiinSok^ die Aus*::ru*kv^ tur ein m\^ mir einander vergleicheii, 
«5ß^Ken sich ifir di^ r ii:e weiteren Bedingrun^^n : 

.UV r. ^ = r., „ = r". ., r.. — r; ^ — r*_: = 0. 

IXiSH kiMMKhMi iftiH>U:>( cer A3;54iirSv'^ke i&r ein •:. die Beiieliu^ai: 



Killing, über die Grundlagen der Geometrie. 181 

Daaa dies^ Beziehniigen Bämmtlich bestehen, kann man sehr leicht 
aas der Gleichung (4.) § 9 (der JocoÜBchen Identität) folgern. Wir bilden 
dieselbe zunächst fUr X^, X^„ X,,, wodurch wir die Gleichung erhalten: 

{(xx.)x.;)~(x,x,,)~{(x,x.oxj) = 0. 

Indem wir hierin die Werthe (7.) einsetzen, erhalten wir: 
(X,X,0~(.^,X,0 = <^.,.»-y«-c;,,.X.,-ci,.,,X„+c:.,.iX.; 

wo die SummatioD nach z sich nnr über die von i, x, l, verschiedenen 
Marken erstreckt. Daraas ergeben sieh folgende Gleichungen: 

(12.) { c;.,,.-c:^.,+c;w-f<j„i = 0, c;,,^, = c.v, 

\c[x,,M-c:x.x^-c;i..^ = 0, c;,,i^+c.i^^+c;,,.^-c;j,,^ = o. 
Ebenso bilde man die Gleichung (4.) § 9 fUr X„ X„, X^^ und erhält daraus: 

Will man nicht ans den gebildeten Relationen die Beziehungen: 

ci^.., = 0, ci^.,. = &,,,,, 

herleiten, so kann man sie aus der fUr X., X,j, X^^ gebildeten Identität 
unmittelbar hinschreiben. 

Hiermit sind die meisten der dnrch die Gleichungen (9.), (10.), (11.) 
geforderten Beziehungen direct bewiesen. Nur einige wenige bedürfen noch 
einer kurzen Herleitung. Vergleicht man mit der ersten Gleichung (12.) 
diejenige, welche aus ihr durch Vertanschnng der Marken i und x hervor- 
geht, 80 folgt c;,,,, = <f„,^x, und ersetzt man das zweite Glied in dieser selben 
Gleichung durch cj,j,, so erhält man die zweite Gleichung (11.). Die 
letzte Gleichung (10.) wird durch blosse Aendernng der Marken aus der 
dritten Gleichung (12.) erhalten. (Anf kleine Aendernngen, welche die 
Herleitnng für n = 3 erleidet, soll nnr hingedeutet werden.) Damit ist der 
Nachweis erbracht, dass die fli*„ immer in der vorgeschriebenen Weise be- 
stimmt werden kennen (für » = 3 noch so, dass eine Grösse unbestimmt 
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bleibt). Wir dürfen also voraussetzen, dass die Beziehungen bestehen: 

Jetzt bilde man die oft benutzte Gleichung (4.) § 9 fttr X,, X^^ X,^, 
so folgt, dass (^X,X^) mit X,^ vertauschbar ist, also ausser X,j, nur solche 
Xi, Xi^ enthalten kann, wo i, fi von / und x verechieden sind. Ebenso 
liefert (X.X^XxJ) den Satz, dass {X^X^ auch mit X^^ vertauschbar ist. 
Für I» >> 4 folgt daraus (X,X^ = e,^X,^; für » = 3 ergiebt sich: 

(X,X^) = e,^X,^+gxXx^ 

aber dann dient die sogleich im Folgenden zu benutzende Relation unter 
Anwendung der fUr die A*i, ^2, X^ gebliebenen Unbestimmtheit dazu, die 
gx zum Verschwinden zu bringen. Fttr n = 4 folgt zunächst: 

[Ä^X^j = €^gÄ^^+g^KXi^; 

aber die folgende Untersuchung lässt g,^ verschwinden. Endlich lehrt die 
«/aco6f8che Identität für (X,X^Xj,{) oder die Gleichung: 

{(X,X;)X^,) = (Jf.JS,), 

dass in (^X,X^) = cX^^, der Coefticient c von den Marken i, x unabhängig 

ist. Wir können also wieder c entweder gleich Null oder gleich — -rr 

setzen, und haben wiederum gefunden, dass betreffs der Zusammensetzung 
nur die angegebenen Fälle möglich sind. Dass wir aber für c = über- 
haupt nur eine einzige Raumform erhalten, ist bereits oben in sehr ein- 
facher Weise gezeigt. Wir haben also nur noch zu beweisen, dass auch 

für ein nicht verschwindendes c = — -p- der Zusammensetzung, nach passen- 
der Wahl des Coordinatensystems, eine einzige Darstellung entspricht, 
welche für unendlich kleine Werthe von j?!, . . . x„ auf die Form (6.) hinaus- 
kommt. Da aber die Darstellung (6.) nur die unendlich kleinen Werthe 
von Xi^. . .x^ als bestimmt voraussetzt, kommt es jetzt darauf an, die Fort- 
setzung so zu bestimmen, dass möglichst einfache Formeln entstehen. 
Hierzu eignet sich der in § 7 angegebene Weg weniger; eine kleine Um- 
gestaltung desselben würde uns allerdings auch zum Ziele führen. In- 
dessen möchte ich auf einen anderen Weg aufmerksam machen, der mit ent- 
sprechenden Veränderungen auch sonst recht brauchbar ist. 
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Die Darstellung (6.) zeigt, dass für anendlich kleine Werthe der 
Variabein das Gebilde a?, = für diejenige Untergruppe in sich verbleibt, 
welche dadurch erhalten wird, dass man in X^f, X^ßf die Marken a, ß 
auf die «—1 Marken 1, 2, ... ^—1, i + 1, ... n mit Ausnahme von i be- 
schränkt. Somit wird auch allgemein durch diese Untergruppe ein Gebilde 
in sich bewegt, und wir setzen allgemein für die Punkte desselben x. = 
an. Mit diesem Gebilde wird aber eine Schaar weiterer in sich bewegt, 
und es erscheint angemessen, für jedes einzelne unter ihnen den Werth 
x^ constant sein zu lassen. Die n—l derartig bestimmten Gebilde x^ — 0, 
ar2 = 0, ... ar,_i = 0, und somit auch ihre Schnittlinie werden durch die 
eingliedrige Untergruppe X^f in sich verschoben. Man benutze diese Be- 
wegung, um nach den in § 7 getroffenen Festsetzungen jedem Punkte dieser 

Linie eine Zahl y^ zuzuordnen. Dann setze man x^ = Asin ^' , und da 

derselbe Werth x^ für alle Punkte des eben genannten Gebildes gilt, so 
kann man für alle Punkte in einer endlichen Umgebung des Nullpunktes 
11 Coordinaten festsetzen. Jetzt gilt für unendlich kleine Werthe die Dar- 
stellung (6.). Man übersieht aber auch sehr leicht, dass allgemein die Dar- 
stellung besteht: 

und es wird nicht nothwendig sein, auf den Beweis näher einzugehen. 

§13. 

Die Raiimformen von zwei Dimensioneu. 

Bereits vor längerer Zeit hat Herr Lie sämmtliche Transformations- 
Gruppen für zwei Veränderliche angegeben (Mathem. Annalen Bd. XVI). 
Hierin hat man nur noch die Realität zu berttcksichtigen , um leicht ent- 
scheiden zu können, welche Gruppen unserer letzten Voraussetzung ge- 
niigen. Später habe ich unabhängig davon (Programm 1884) die sämmt- 
lichen dreigliedrigen Gruppen aufgestellt, und da unsere Voraussetzung bei 
zwei Dimensionen offenbar drei Grade von Beweglichkeit liefert, würde es 
auch genttgen, aus den verschiedenen so gefundenen Systemen die passen- 
den auszuwählen. Indessen ziehe ich eine directe Entwicklung vor. 

Die Bedingung, dass bei der Ruhe eines Punktes ein bewegter Punkt 
auf einer Linie verbleibt, genügt keineswegs, um auch nur eine eng be- 
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grenzte Klasse vou Ranmformeu zu erhalten. Es kommt dies darauf hin- 
aus, eine Invariante zwischen zwei Punkten vorauszusetzen; wenn hierin 
aber nur eine Variable wesentlich ist, so bedarf es noch einer zweiten 
Invariante, und diese kann zwischen beliebig vielen Punkten angenommen 
werden. Nur wenn man die Linie als geschlossen voraussetzt, kommt 
man, wie Herr von HelmhoUz bereits 1868 bewiesen hat, auf sehr wenige 
Haumformen. Da wir aber flir eine grössere Zahl von Dimensionen einen 
anderen Weg eingeschlagen haben, müssen wir denselben auch hier 
verfolgen. 

Lassen wir einen Punkt in Ruhe, so wird die alsdann noch mögliche 
Bewegung durch eine eingliedrige Gruppe bestimmt. Dasselbe gilt dann 
auch für die unendlich nahen Punkte, und wir können für deren Aenderung 
unter Benutzung der in § 10 angewandten Bezeichnung die infinitesimale 
Transformation voraussetzen 2m,^z,r^ für /, ;f=l, 2. Hierbei bleiben zwei 
(reelle oder imaginäre) oder eine einzige Linie in Deckung mit der An- 
fangslage. Da der letztere Fall nicht eintreten kann, so ist die Invariante: 

wo die beiden linearen Ausdrücke conjugirt complex sein müssen. Hier 
sind Jfi, Af,, iVi, N'i Functionen von x^ und a?2; wir können also entsprechend 
den Untersuchungen des § 11 fragen, wann die vorliegende Form sich bei 
Transformationen nicht ändert. Diese Frage erledigt sich besonders ein- 
fach, wenn in a und ß der imaginäre Theil nicht verschwindet, worauf wir 
jedoch nicht näher eingehen. Dagegen ändert sich §11 nicht für «==/?, 
wo man erhält andx\+2a^'idxidxi'\-andxi. Dann erleidet die Gl. (11.) § 11 
keine Aenderung; und da die Gleichung (1212) == itf(a;). [1212] selbstver- 
ständlich ist, so folgt die Constanz von M{x) unmittelbar. 

Wenden wir jetzt die in § 12 entwickelte Methode auf unseren Fall 
an, so können wir voraussetzen: 

(1.) XJ = Pi+--, X^f == P2+-, X^f = («a:i+ar.2)pi + (-a?i + aa:2)/i2+-, 
woraus für die Zusammensetzung folgt: 

{X,X,) = aX,^X,+ ßX,, (X,X,) = X,+ aX,+rX,, 

Nun folgt aus der Gleichung (4.) § 9: 

(2.) ^c,^rXX,X,)+(c+ßXX,X.)-2a(X,X,) = ü. 
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Da aber: 

(X,+xX,, X,+ IX,) = (X,X.;) + k(X,X,)^y(X,X,), 
80 kann man bei nicht verschwindendem a diesen Ausdruck gleich Null 
machen, wenn man x=z^ -^-^ X = ~ ^'7"^ setzt. Aber auch flir a = 

kann man im letzten Ausdruck die Coefficienten von X^ und JQ zum Ver- 
schwinden bringen. Ersetzt man dann X^+xX^ durch X,, X-i+lX^ durch JQ, 
so müssen wegen der Unabhängigkeit von (^1X3) und (^2^3) auch ß und 
y verschwinden. Somit erhalten wir die folgenden Möglichkeiten: 

(a.) (XiXj) = ~X„ (X2X3) = X,, (X,X,) == CX3, 

wo c positiv oder negativ oder gleich Null ist; 

(b,) (X,X,) = aX.^X,, (X,X^) = «X2+X,, (X,X,) = 0, 

wo « von Null verschieden sein soll. 

Zur Darstellung der Gruppe (a.) geht man wieder von der Form 
(1.) aus und gelangt zu solchen Raumformen, welche ganz den im vorigen 
Paragraphen gefundenen entsprechen. Dagegen zeigt die llaumform (b.) 
wesentlich andere Eigenschaften. Die unendlich kleinen Transformationen 
können wir darstellen durch 

Die allgemeinste endliche Bewegung ergiebt sich unter Anwendung dreier 
willkürlichen Grössen a, b, t aus den Gleichungen: 

x--a = c'"[(ar— a)cos/— (y — 6)8in/)], 
y^—b = e"'[(x— a)sin/ +(y — 6)co8/]. 

Bei der Drehung um einen Punkt bewegt sich jeder zweite in einer 
gewissen Spirale; dabei kehrt jede Richtung in die Anfangslage zurück, 
aber die einzelnen Punkte nehmen ihre Anfangslage nicht wieder an. 
Lassen wir einen einfach begrenzten Theil dieses Raumes sich drehen um 
einen Punkt in seinem Innern und zwar eine volle Umdrehung (/ = 2n) 
ausfuhren, so wird der Raumtheil, welcher jetzt gedeckt wird, entweder den 
früheren als Theil in sich schliessen oder von dem früheren eingeschlossen. 
Durch unbegrenzte Fortsetzung dieser Bewegung kann ein beliebig ge- 
wählter Körper (wo dies Wort im Sinne unserer Grundsätze benutzt wird) 
dazu gebracht werden, einmal jeden beliebig gewählten (endlichen) Raum- 
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theil elnzuBchliessen and bei anderer Drehungsrichtnng in einen beliebig 
kleinen, am den ruhenden Punkt gewählten Raum theil ganz hineinzugelangen. 
Somit kann man dem Grundsatz VIII leicht einen Ausspruch geben, welcher 
diese Raumform ganz ausschliesst. Zu ihrer Darstellung kann man die 
sämmtlichen Geraden wählen, welche in einer dreifacli ausgedehnten Lo- 
batschewskyBcheu Raumform einer festen Richtung parallel sind, wofern 
festgesetzt wird, dass jede Drehung um eine Gerade der Schaar mit einer 
durch a charakterisirten Verschiebung längs derselben Geraden ver- 
bunden ist. 
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Die Trigonometrie in der absoluten Geometrie. 

(Von Herrn Max Simon in Strassburg i. E.) 
(Hierzu Fig^rentafel 1.) 



Jtßolyai und Lobatschewsky haben die Trigonometrie mit Hülfe der 
Grenzfläche abgeleitet, doch lässt sich dieselbe rein planimetrisch ableiten 
wie folgt: 

Seien AB und AB' (Fig. 1) einander parallel, A und Ä wie B und 
B* entsprechende Punkte, verbunden durch die Grenzbogen AA bezw. BB\ 
so sind die Paare A und A^ desgleichen B und ß Paare von Gegenpunkten 
in Bezug auf die Axe des Streifens, folglich AB' gleich AB. Es sei AB 

oder AB' gleich x^ alsdann ist Grenzbogen AA : BB' = c * = e*, wenn die 
Strecke und ihre Masszahl in Bezug auf k stets gleich bezeichnet werden. 
[Gegen den Beweis dieser Grundrelation bei Bolyai (Frischauf) und Lo- 
batschewsky ist in dem Programm der städtischen Oberrealschule zu Coblenz 
1833 von Herrn Most ein begründeter Einwand erhoben. Der Beweis ist 
folgendermassen zu führen: Seien (Fig. 2) Bogen AB = a, CF = 6, DE = c. 
Sei a gleich 26, so ist, wenn M die Mitte von AB ist, AMGF^-FCDE, 
und somit auch b = 2c, d. h. alle Grenzbogen in der P^ntfernung AJ oder 
JE gleich d stehen im Verhältniss 2. Sei a gleich 36, und AM gleich 6, 
so gilt wieder dieselbe Congruenz, also auch b gleich 3c u. s. w., und so 
folgt aus der Congruenz aller Grenzkreise und ihrer Gleichförmigkeit der 
Satz: Concentrische Grenzbogen in gleichen Abständen stehen im gleichen 
Verhältniss.] 

Sind AA und BB' (Fig. 1) hinlänglich klein, so gilt in den bei A 
und B' rechtwinkligen Dreiecken BAA und BB'A* der Sinussatz, und es ist: 

sins _^ AA' _ 

Das Verhältniss auf der rechten Seite ist von der Grösse des Winkels z 

24* 
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unabhängig, ebenso wie von der Bogenlänge; es liegt die Vermuthung 
nahe, dass es auch die linke sei. Wenn die beliebigen Bogen AA' und 
BB' um die unendlich kleinen Grössen ÄA" und B'B" wachsen, wobei s 
und js' sich um e und t' ändern, so ist: 

sinf ^ A'A " ^ __8iüV __ B'B" 

sin(90+O " A"B ' sin(90+Ä) "" AB'' 

und da A'B = AB', 

sin(5s4-*) sin 5 + cos Ä sin« ^ sin 5 

— 7-; — r = €^9 wenn -7 — r = ^' 



sin(Ä'H-6') sinÄ'+cüss'sin*' ^ sin»' 

Da diese Bedingung für hinreichend kleine Bogen erfüllt ist, so ist allge- 
mein, wenn AÄ und BB' beliebige concentrische Grenzbogen sind: 

^^'^ 1^^ "" ~bW ~ ^' 

also: Das Verhältniss der Sin?is der Wechselwinkel an Parallelstrahlen ist 
gleich dem der zugehörigen Grenzbogen. 

Sei (Fig. 3) ABC das bei A rechtwinklige Dreieck, man verdopple 
es durch AC gleich AC, und ziehe durch B die Parallelstrahlen zu 

AC und AC, es seien YBX und YBX. Winkel XBC werde mit ä' und 
YBC mit 2" bezeichnet, der Parallelwinkel für die Distanz AB oder c mit 

5^. Der Grenzbogen von B auf ^C für die Axe AC treffe AC in Z), und 
^D sei gleich s. Alsdann ist nach (1.), wenn die Winkel des Dreiecks 
ABC wie gewöhnlich a, ß, y genannt werden: 

sina' = m\ye-''-' G = T^ * "" t)' 

sina" = sinye'-', «"4-^' = 180-2/5, 



also 









oder 



tg ., 



(•i) ^;i|- -. cotbyp6 
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coty 

und ebenso - -^- = cothypc. Der Abkürzung halber mögen die hyper- 
bolischen Functionen wie die goniometrischen bezeichnet werden; wenn die 
Functionszeichen sich auf die Masszahlen von Längen beziehen, so werde 
bemerkt, dass ein fttr alle Mal die hyperbolischen Functionen gemeint sind. 
Dann lautet (2.) 

cot/i?tg(y^ = cot 6. 

Sei (Fig. 4) J der Parallel winkel für die Distanz AB gleich x; BD 
wieder der Grenzbogen, DA wieder gleich s; alsdann ist nach (1.) 

und da u als Basiswinkel gleich d+l ist, so ist ~, 4a iK = ^"'% ^^^ ^^^ 
wieder nach (1.), 6~'=^sinJ, so ist 

8in(J— A) _ 1 ^ coil ^ 1+sinM 

sin(Ä4-A) sin*^ cot^ 1— 8in'''3 ' 

oder 

(a.) coticosc)' = -"-V +8in(J. 

^ "^ sind 

Bezeichnet cTi den Parallelwinkel flir die „abgeleitete" Distanz s, und r die 
abgeleitete Distanz von s, so ist 

8m>t *' 

sin(^i— u) -a: • 1 i. t i. _^ siiiA 

— -.-.-- = e 'smA: cotJi = cotu— e ' . — ; 
8m öl 7 1. j^jjj^ 

aber nach (2.) ist cotJi = cot,atgx, also 

cotafl— tffa:) = e *— — : --- = sin>L, 



cosa: = -^y-, und da u^Ä+tJ, 
cosa: = cot A COS J— sin (T 



und mit (a.) 



(3.) cosar = — r-^; sinJ = 



2e-^ ^*8l 






1 



tg-y- = 6 ' oder cot ,y = 6*, (cotJ = sina:; cosJ = tga?) 



190 M. Simon, die Trigonometrie in der absoluten Geometrie, 

welche Formel, wie bekannt, den Parallelwinkel als Function der Distanz 
giebt. Für die abgeleitete Distanz s folgt e* = cosa: und tg,^ =sin(J. 

Der Pytbagoras. 

Formel (2.) giebt, wenn sie mit Formel (3.) combinirt wird, sofort 

{cot/? = cot 6 sine, 
coty = cotcsin6. 

Fällt man im rechtwinkligen Dreieck ABC die Höhe AD und bezeichnet die 
Stücke des rechten Winkels mit a^ und a^, die entsprechenden Höhenabschnitte 
mit öl und a» und berücksichtigt, dass cotaicot«^ = 1 ist, so erhält man 

(4^) tgöitgoa = sin^A .(a'-*»!«»). 

Wendet man die Formel (4\) auf «i und ß, wie «2 und y gleichzeitig an 
und multiplicirt die vier Gleichungen, so erhält man: 

cot/icotycotaicota^ = co8aiCOsa2COS^A 

und mit Benutzung von (41) 

cot/?coty = cos6cosc = cosaiCOSOa+sinaiSinoa = cosa, 
also 

(4\) cot/3coty = cos 6 cos c = cos», 

den Pythagoras. 

Aus diesen Gleichungen folgt in bekannter Weise zunächst für das 
rechtwinklige Dreieck der Sinussatz 

sina _ sin 6 __ sine 
sina ain/S siny ' 

SO wie die Formel 

cos/:? = tgccotö, fenier tg^c = tgatgai ic*=aa{)^ 

dann der Sinus- und Cosinussatz fttr alle Dreiecke, der Coshiussatz in der 
Form 

cosa = cos 6 cos c— sin 6 sine cos«. 

Da der Sinussatz bestehen bleibt, so behalten auch seine Folgerungen: 
Tangentialsatz, Menelaus, Ceva, anharmonisches Verhältniss, kurz alle so- 
genannten projecti vischen Eigenschaften (Felix Klein) Gültigkeit; und ebenso 
wie die harmonische Theilung den Hauptgrund bietet, die Gerade in der ge- 
wöhnlichen Geometrie als im Unendlichen geschlossen zu betrachten, wer- 



M. Simon, die Trigonometrie in der absoluten Geometrie. 191 

den wir durch sie veranlasst, die Gerade der absoluten Geometrie als im 
Imaginären geschlossen anzusehen. 

Abstand slinie, Grenzbogen, Kreis. 

1) Wegen der Conformität der Axe einerseits und der Abstandslinie 
andererseits ist das Verhältniss eines Abstandsbogens zur zugehörigen Axen- 
strecke nur von dem Abstände x selbst abhängig. Nimmt man die Axeu- 
strecke AD der Figur 5 unendlich klein, so ist das Element der AbStands- 
Jinie das von B auf CD gefällte Loth, und wenn man sich der grundlegen- 
den Eigenschaft der Parallelen erinnert, -^- = sin d, wo rJ den Parallel- 
winkel bezeichnet, also das gesuchte Verhältniss für beliebige Axenstrecke AD 

(1.) ^^ = COSOJ 

(in welcher Formel, wie wohl kaum bemerkt zu werden braucht, x für 

Y steht). 

2) Für die Berechnung des Grenzbogens, fUr den x der Abstand 
der Axe aus einem Endpunkt vom anderen ist, bieten sich zwei Wege, der 
eine, Sehne BD durch x auszudrücken und durch fortgesetztes Halbiren 
die Grenzsehne gleich dem Bogenelement zu setzen, der andere durch In- 
tegration. Da der Grenzbogen auf der Axe senkrecht steht, so giebt der 
zweite Weg sofort (Fig. 6): 

*** = -C08(S--5) = ^d ' ^^ = ''^««^ * ' 

und da für a? = auch 6 = ist, . = 6 = sinx, wodurch zugleich der 

complicirte limes, der bei der ersten Methode auftritt (cosÄZ) = ^ ** ^^ ), 

ausgewerthet ist. 

3) Da der Kreis auf dem lladius senkrecht steht, so giebt die zweite 
Methode hier direct (Fig. 7): 

. dh 

k . r db . r , 

— -~-T = Sin , ; , - = sm , dw. 

b r 

-r = sin-/ -271 oder Or = 27isinr = 2710^ 

wenn g der Grenzbogen, dessen Axenabstand r ist, eine Beziehung, welche 
sieh durch die Grenzmethode, da die Sehne des Quadranten cosV ist, auch 
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wohl direct nachweisen liesse. Man kann auch ganz wie in der gewöhn- 
lichen Geometrie vom ein- und umgeschriebenen regulären w-Eck ausgehen. 
Wenn «„ und a^ die Seiten des ein- und umgeschriebenen regulären f»-Ecks 
bedeuten, so ist 

2 n ' 

tg-,- = smr.tg — ; 

wird n hinlänglich gross, so ist 

Sn On K . n 



und folglich 



o — .^ = smr ^ 
2 2w 2 



/if = 271 sin r. 



Fläcbenmessung. 

k 

Sei n eine Zahl, hinlänglich gross, so dass — verschwindend klein 



n 



Ä' - — k 

und tff -H— = « " = 1, d. h. also ein Streifen von der Breite — als Streifen 
° 2w ' n 

der gewöhnlichen Greometrie angesehen werden kann; alsdann gelten fttr 
diesen Streifen die Sätze der gewöhnlichen Geometrie, es giebt Rechtecke, 

k 

Quadrate etc. Das Quadrat mit der Seite — ist als fi das Mass flir die 

k 

Flächenelemente, n^i kann nicht*) als Rechteck mit der Seite k und — an- 
gesehen werden, es sei p, und dient als Mass für die Flächen, welche in 
einer Richtung endliche Ausdehnung haben; n{f, welches dem Quadrat mit 
der Seite k der gewöhnlichen Geometrie entsprechen würde, sei als F das 
Mass fttr endliche Flächen. 

1) Fläche des Abstandsrechtecks. Denke ich mir den Abstand x 
wie die Axe a in i* gleiche Theile getheilt, welche Theilung geometrisch 
durchführbar, sobald n von der Form 2^, so erhalte ich flir den Inhalt des 

/?*•" Streifens a zwischen zwei Abstandslinien in den Abständen {p—V) — 



und p 

^ n 



n 

X 



a fx k\ / p X .\ o X a p x 

— = ( — : — )-(acoö— , :k): — = -. — ^-cos— --r- 

o ^ n w / ^ « « /' p Ä Ä n k 



*) Die Bemerkung Lobatschewsky», dieses Journ. Bd. 17 S. 302, ist nur für Differentiale 
2.' Ordnung der Flächen gütige wie in einer folgenden Abhandlung näher ausgeführt wird. 
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nh 

- = » sin-7 , also „ = i. sin -, d.h. J /= asinx, 

O n H ' F n H 

wenn die Grössen und ihre Masszahlen wieder gleich bezeichnet werden. 

2) Das Maximaldreieck. Sei Fig. I das halbe Maximaldreieck. Ich 
denke mir zu beliebigen Abscissen Xj, a?^, ... die Ordinalen yi, ^2, ... bis 
an die Asymptote, so zerlegt sich die Fläche des halben Maximaldreiecks 
in Theile. Wir betrachten den p*'"" Theil s^. Weil die y fortwährend 

fallen, so liegt -^- oder «^ zwischen (oj^—iTp-Osiny^, und (xp—Xp_i)m\yp_i^ 

upd es wird ein rj^ geben, so dass genau Sj, = (Xp—Xp_i)^m7ip. Es ist aber 
sin7?p = (e^^— 1)""*, wo S^ zwischen Xp_^ und Xp. Sei siniyp = fr^*, so ist 
*P = (^f>"-^i>-i)'V- *^s ist 2^p = \og(tvl+l) und 2a:p = log(tj^+l). 

Lässt man die Punkte o^i, 0:2 immer dichter auf einander folgen, so 

wird tVp nahezu = v^^ und da log fllp ~ ^^ff (l+ ^7/.» )^ ^^ g^^* ^p""^j 
über in 

^(Op— Pp-l)(C p4-<^p -l) . *;> __ 1 rp + C>p_i gp — f?p- i 

" r^'-i + l ' F " 2 Wp ' Cp'-i + l' 

-^ = ^, — f^— , WO es erlaubt ist, statt tj„ jeden Zwischen werth zwischen 
t>p und f)p^i zu setzen, also auch tjp_i = tJp_i f?p. Man setze tjp = tangVp, als- 
dann ist -^ = tg(rp—Vp_i). Da t?,, = 0, so müssen die Bogen alle zwischen 

und ;^ genommen werden, da dann die Bogen mit v beständig wachsen. 



>-i 



2 



^ = tg(ri~y.,) + tg(r2-|/,) + ... + tg(i/^-v^_,), 



F 

und da für hinlänglich kleine Differenz die Tangente gleich dem arcus ist: 

J 



F 



= v„ = arctgtj^, 



also das FlächenstUck zwischen den Schenkeln des rechten Winkels und 

einer beliebigen Abscisse gleich y', und wenn o: = 00, -jjr = -0- und das 

Maximaldreieck M = Fn. 

3) Ein beliebiges Dreieck mit den Winkeln «, /i^ y und dem ExceBS 
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180— (a+/3+y) = e verhält sich zu M wie 6:180, also für das Dreieck 

ü - ''^\^ J8Q 180 180/' 

d. h. also J= ^(^— («+/^+7)), wo «, /y, y die Arcus der Winkel a, /?, y be- 
zeichnen, also J = Fe. 

4) Sei DB (Fig. II.) ein Grenzbogen, es soll die Fläche ABD aus- 
gewerthet werden. Zwischen Abscisse x und Ordinate y besteht die Glei- 
chung e* = cosy. Es ist wieder 



s 



P _ \^P ^p~V a\n ^P 



F k *'" & ' 

da y mit x fortwährend wächst. 

Setzt man die Wurzel = tr^, so erhält man wieder wie vorher durch Um- 
formung von x^—x^_^\ 

^ ~ i^^^f'l -' ^' - r=;-i+l ' 

da Wj, als Mittelwerth wieder erlaubt ist 

^P = ^~Vi- "^'r^+l' ' "^ = rn-arctgf?„, 
J = siny-arctgsiny = siny-^^ -y), 

-^ = sin y — Dreieck ABZ und folglich die Fläche zwischen den beiden Axen 

und dem Grenzbogen, d. h. also der Grenzsector « = siny, wo y die halbe 
Sehne des doppelten Bogens, und da siny der Grenzbogen, so sind Grenz- 
sector und Grenzbogen der Masszahl nach gleich. 

5) Kreis. (Fig. III.) a) Segment zwischen den Abscisseu a und b und 
den Ordinalen A und B. - Es ist cosr = cosxcosy, und da wieder x von a bis 
b wächst, y von A bis B beständig fUUt, so ist wieder «^ = (a?^— ajp_i)sin?yp. 

Sei cosr = c und werde cosV— cos*x = /'sin-a: gesetzt, 

— r __ \ ^i"^lp 
^P ~- J'p ^P-0 eosl/'^'^- 
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Es ist: 



»p 






^ tX1-c')('p- /„--,) _ (t„-t,-0 _c\t^-t,-0 

S = arctg/,,— arctg/,,— carctg - +carctg - • 

c c 



Ist a = 0, so ist S = arctg/,,— carctg - ; und ist 6 = r. 



so ist 



Ä X -V ?l 



und folglich der Kreis K = An sin' ^ • 

b) Der Sector. (Fig. IV.) Habe der Centriwinkel zur Ebene das 
Verhältniss X, so ist, da der Kreisbogen =X2n sin (>, 

«p = Ä27isin(>,_,(rp-r^,_,), 

«^ = I2n2%m^j^*-' sin (T/q^^r') , 

8p = /2772(siiiV^ -8inV^_,), 

Sector = A47isin^-^-, 

2 ' 



oder wenn man den Bogen a einfuhrt, 

Sector = otg 



r 
"2 



Ein anderes Verfahren, welches dem in der gewöhnlichen Planimetrie 
Üblichen entspricht, besteht darin, dem Sector n congruente gleichschenk- 
lige Dreiecke einzuschreiben, deren Spitze der Mittelpunkt ist, und jedes 
dieser Dreiecke als das doppelte des rechtwinkligen anzusehen, und n über 
jedes Mass wachsen zu lassen. Aus der Formel für das rechtwinklige 
Dreieck leitet man ohne Mühe, wenn die eine Kathete unendlich klein ist, 
die Formel ab: 

tg(/^+y) = cotccoty und damit tg(y ~(/:f+y)) = tgctgy, 

also für die 21*'"" Theile des Sectors, wenn e den Excess bedeutet: 

25* 
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tge = tgctgy; e = ctg 2 = 2^7 ^Sy 

und somit der Sector = atg . - Die erste Methode ist vorzuziehen, sie 

bildet ein Beispiel filr die Zweckmässigkeit der /{jeman/sschen Definition 
des bestimmten Integrales*). 

Projectivitut. 

Die harmonische Theilung liefert Veranlassung zu einigen Bemer- 
kungen. Da der Sinussatz und damit der grundlegende Satz: „Jedes Punkt- 
system ist Träger doppelt unzählig vieler Strahlensysteme und umgekehrt" 
erhalten bleibt, da ferner die Eindeutigkeit des vierten harmonischen Punktes 
in Folge der imaginären Periode des hyperbolischen Sinus bestehen bleibt, 
so gelten neben den Sätzen des Menelaos, Ceva etc. auch die Sätze vom 
vollständigen Vierseit und Vieieck und damit das gesammte Satzgebiet, Pol 
und Polare etc., und vor allem bleibt die svnthetische Definition der Kej^el- 

' »■ CT 

schnitte als Ort der Schnitte zweier projcctivischen Strahlbüschel erhalten; 
aber es ist nicht uninteressant, dass auch der Gang des elementaren Unter- 
richts, wie er sich im Anschluss an Steinern „Geometrische Constructionen etc." 
entwickelt hat, fast völlig intact bleibt; namentlich bleiben die Kreissätze 
und Constructionen in allen vier Geometrien völlig gleich. Die erste Con- 
struction, welche auf dem Satz beruht: Wird zwischen einem Dreistrahl eine 
Strecke gehälftet, so wird es auch jede ihr parallele, ändert sich nur inso- 
fern, als an die Stelle der Parallelen Senkrechte auf denselben vom Scheitel 
des Büschels ausgehenden Geraden treten (Mitsenkrechte). Gegeben AC, 
errichte in A und C Lothe auf AC gleich lang nach beiden Seiten, — A und 
hl — , verbinde ihre gleich und ihre wechselseitig liegenden Endpunkte, 
schneiden AC in x und y^ so ist AC in x und y harmonisch getheilt, 

[m\Ax:m\Cx = tg/r.tffA, und m\Ay:m\Cy = tgA:tgA,]. 

Hierbei lassen sich wie sonst zwei Linien und ein Loth sparen. 

Die Umformung der Grundrelation, welche, wenn man die Mitte von 
AC mit M, die Länge von AC mit 2«, und Mx und My mit x und y be- 



•) Die zweckmässige Form für das Raumelement ist d^V= dzdldipcoslsinl, welche 
z. B. für den Cylinder ergiebt ;ilogcosr, d. h. n mal der abgeleiteten Distanz; für das 

. . ' 1 

vollständijije Maximalprisina (M^iebt sicli 2^(—V/ -^ • 
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zeichnet, s' = xy lautet, geht über in tg^s = tgxtgy, woraus erhellt, dass 
die zweite Construction — Ziehen der Tangenten von y an den Kreis, dessen 
Durchmesser AC, und Bestimmung von x als Schnitt der Axe und der Be- 
rührungssehne — sich gar nicht ändert (wenn s Kathete, y Hypotenuse, 
X der s anliegende Höhenabschnitt desselben rechtwinkligen Dreiecks, so 
ist tg^s = tgxtgy). (Für den endlichen Raum gilt dieselbe Construction, nur 
bezeichnet tg die betreffende Kreisfunction.) Ebenso bleibt die Construction 
mittelst der gemeinschaftlichen Tangenten in allen Geometrien, denn in allen 
theilen die gemeinschaftlichen inneren und äusseren Tangenten die Centrale 
haimonisch im (Sinus) Verhältniss der Radien. Mit dem Potenzsatz, der die 
Form annimmt: „Das Product aus den Tangeuten (hyperbolisch im absoluten, 
cyklisch im endlichen Räume) der halben Abschnitte sich im selben Punkt 
schneidender Sehnen ist constant", bleiben die Sätze des Apollonius. Die 
Linearconstruction des vierten harmonischen Punktes oder Strahls beharrt mit 
dem Satz vom vollständigen Vierseit unangetastet in allen Raumformen und da- 
mit auch schliesslich die ganze Lehre von Pol und Polare. Auffallend ist, dass 
der Satz gültig bleibt: Die Verbindungslinien der Kreispunkte, entweder über 
Kreuz oder gleichliegend, zweier vom selben Punkt y symmetrisch zur Axe 
gezogenen Sehnen schneiden sich auf der Axe in dem zu y coujugirten vierten 
Punkte, d. h. die Bogen bleiben gleich, während die Peripheriewinkel ver- 
schieden sind. Die Discussion der Gleichung r = xy gehört eigentlich vor 
die Lehre von Pol und Polare; hier treten in der absoluten Geometrie dem 
einen ausgezeichneten Punkte M, dem Mittelpunkte von AC, noch die ent- 
sprechenden der beiden unendlich fernen zur Seite, die „Parallelpunkte''. 
Zunächst liegen wieder x und y an derselben Seite von M: bewegt sich y 
von C nach rechts, so geht x von C nach links, nach M zu, ist y im Un- 
endlichen rechts, so ist x rechts von M im rechten Parallelpunkte G, bestimmt 
durch die Gleichung tg^ = tg^«. Auf diese Beziehung, oder auf die noch 
merkwürdigere sin ^6? : sin CG = e^% also gleich dem zur Strecke AC gehörigen 
Grundverhältniss der absoluten Geometrie, lässt sich eine zweite Parallelen- 
construction gründen, wenn die Parallelendistanz l zu 45" gegeben ist. 

Ist (Fig. 9) AM gleich s, AE senkrecht AM gleich Ä, so ist 
igAEM=^igs, wird in E an AE der Winkel von 45" angelegt und durch ^f die 
Abstandslinie für AE gezogen, welche den freien Schenkel in iV trifft, ist NP 
senkrecht AE, also gleich AM, so ist m\EP gleich tg« und schliesslich, 
wenn PN EM in Q schneidet, PQ gleich g. Oder: Ziehe von A und C die 
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nach rechts couceutrischen beliebigen Grenzbogen AD und CF, fälle von AD 
und CF die Lothe r und p auf AC, schlage um A mit r und um C mit p 
Kreise, so trifft die gemeinsame innere Tangente AC im Parallelpunkt g. 
Es mag bemerkt werden, dass, wenn F der Gegenpunkt von F für AC ist 
und DF die Axe in S schneidet, auch DS:FS==e^' ist. Aus der zuerst 
angegebenen Construction folgt, wenn h mit d und Ai mit y bezeichnet wird, 
ohne alle Rechnung die Gleichung der Parallelen im Abstand d in ge- 
wöhnlichen Coordinaten sin^G : sinCG = tgrf: tgy = e^ oder tgy = tgde~'. 
Die Parallelenconstruction ist identisch mit der Aufgabe, eine gegebene Strecke 
8 in ihrem eigenen Grund verhältniss e' zu theilen. Bewegt sich x von G 
weiter nach M, so wird y imaginär. Nichtschneidende müssen also als im 

Imaginären schneidende angesehen werden. Ist x in M^ so ist y ^—%. Die 

Nothwendigkeit, fUr M keine Ausnahme eintreten zu lassen, ist in der Eukli- 
dischen Geometrie der Hauptgrund, die Gerade als im Unendlichen geschlossen 
anzusehen und den unendlich fernen Punkt als den Schnitt aller Parallelen zu 
betrachten. Hier tritt an seine Stelle der Punkt, welcher von M nach beiden 

Seiten die Entfernung -^i hat, die Gerade ist im Imaginären geschlossen in 

diesem Punkte, in ihm schneiden sich alle zu AC Mitsenkrechten. Die 
Gesammtlänge der Geraden ist daher ni und nicht 2ni^ und die absolute Geo- 
metrie entspricht nicht der Riemannschen, sondern der Kleinschen Raumform. 
Die Angabe von Frischauf § 79 ist dahin zu ergänzen, dass die Ab- 
standslinien auf beiden Seiten der Axe zusammen den Kreis mit Radius 

Ö+ o~» bilden, und die Gerade als Grenzfall doppelt zu denken ist. 
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obige zu bilden, welche aber nur eine Nullstelle und eine Unbestimmt- 
heitsstelle besitzt und daher den durch Herrn Weierstrass in die Theorie 
der eindeutigen Functionen einer Veränderlichen eingeführten Primfunctionen 
entspricht. In der That gelingt es leicht, eine solche Function zu bilden, 
welche anscheinend auch in der eigentlichen Theorie der Abekchen Func- 
tionen die obenerwähnte Function zu ersetzen im Stande ist*). 

I. 

Wenn eine veränderliche Grösse z zu dem Paare (x^ y), wo j*, y 
durch eine irreductible algebraische Gleichung vom Range p 

verbunden sind, in der Beziehung steht, dass jedem Werthepaar (x, y) (mit 
Ausnahme einzelner) stets ein und nur ein bestimmter Werth von z ent- 
spricht, so heisst z eine eindeutige Function F(x^ y) des Paares (x, y). 

In der Umgebung einer nichtsingulären Stelle (a, b) des algebraischen 
Gebildes können bekanntlich x und y auf unendlich viele Weisen durch 
ein Functionenpaar 

(1) 1 . n« . V oder 

in der Art dargestellt werden, dass jedem Werthepaar Qc^y) in hinläng- 
licher Nähe von (a, 6) nur ein Werth von t entspricht: die Gleichungen 
(1.) stellen ein Element des algebraischen Gebildes dar. Dies gilt auch 
für unendliche a oder 6, wenn wir nach Herrn Weierstrass unter x—a für 

a = oc oder y—b für b—^ die Ausdrücke — , bezw. — verstehen. Für 

^ ^ y 

die singulären Stellen reicht doch stets eine endliche Anzahl von Functionen- 
paaren (1.) zur Darstellung ihrer Umgebung aus. 

Wenn nun ferner jedem dieser Elemente des Gebildes eine Ent- 
wickelung von z = F{x, y) nach irgendwelchen ganzen Potenzen von / ent- 
spricht, so nennen wir F(x^ y) eine eindeutige analytische Function des 
Paares (x, y) ; nur Functionen dieser Art werden hier betrachtet. 

Wir können die einzelnen Elemente des algebraischen Gebildes da- 



*) Wie mir Herr Weierstrass nachträglich mittheilte, hat er eine Function dieser 
Art in Vorlesungen über AbelscixQ Functionen vor längerer Zeit einmal benutzt; in der 
Theorie der hypereiliptischen Functionen ist eine solche noch neuerdings (Vorlesung vom 
Sommer 1887) aufgestellt worden. 
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(3.) 2[f(x„ y.) ^1 = 

ausgedrückt werden kann {Appell^ a. a. 0. S. 116), wobei die Summe aus- 
zudehnen ist über alle Elemente des Gebildes, für welche die zugehörige 

Entwickelung von F(a?„ y,) -^ negative Potenzen von / enthält. Mit Hülfe 

der Darstellung (2.) können wir diesen Satz einfach daraus folgern, dass 
das Integral 

(erstreckt über die Begrenzung des Fundamentalpolygons) den Werth Null 
hat, wenn — was stets vorausgesetzt werden kann — auf dieser Begrenzung 
keine singulären Punkte von cp^ x liegen (vgl. hierzu Htimberl, a. a. 0. S. 247). 

IL 

Bevor wir weiter gehen, stellen wir der Uebersichtlichkeit wegen 
diejenigen Entwickelungen aus den Vorlesungen des Herrn Weierstrass, 
welche wir im Folgenden zu benutzen haben, nach der oben angeführten 
Abhandlung des Herrn Hettner noch einmal kurz zusammen. 

Es giebt stets eine und nur eine rationale Function des Paares (x^ y), 
die, wenn q der Rang des Gebildes ist, an ()+l beliebigen Stellen («06,), . . ., 
(flqf 6^), {x\ y') (von denen wir aber annehmen, dass sie nicht zu den singu- 
lären Stellen des Gebildes gehören) je unendlich erster Ordnung wird, und 

zwar an der Stelle (x\y') wie ,__ , und welche ferner an einerweiteren 

beliebigen Stelle (oo, 6^) verschwindet. Diese Function ist zugleich eine 
rationale Function des Paares (a?', y'); wir bezeichnen sie mit H(x, y; x\ y'). 

a a 

Bedeutet (a:,, y<) das Functionenpaar für die Umgebung der Stelle (a«, 6«) 
(a = 1, . . . ()), so ist 

(1.) H{x,, l; x\ y') = r\H(ix', y'X+m). 

und hier sind die rationalen Functionen H(x', y'X Q linear unabhängige In- 
tegranden erster Gattung, welche dadurch ausgezeichnet sind, dass sie in 
der Umgebung jeder beliebigen Stelle (x^ y) des Gebildes eine Entwickelung 
von der Form 

(2.) H{xt, yOa-JT = ^A(ar, y)<„^+,.r, («=1,...?) 

besitzen, wo h{xyy)a,^^i eine rationale Function des Paares bezeichnet. 
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Setzt man 
(3.) H(x, y; x', y'), = -[H{x, y; x\, y\) 



da^t 
dt 



l' 



((^o^D bezeichnet das Functionenpaar für die Umgebung von (a;', y')), so 
können die Eigenschaften der so definirten rationalen Functionen durch 
folgende Gleichungen ausgedrückt werden: 



(4.) 



H{x\, y\; x\ y\ = r^-^+^CO, 



a 



\H(x,,y,; x\yX = $ß(0, 

wenn {xt,y^ irgend ein beliebiges, nur nicht zu einer Stelle (a«, 6«) oder 
zu (x\y') gehöriges Functionenpaar bedeutet. 

Wir bemerken ferner, dass die Eigenschaften von H(xy y; x\ y'), als 
Function von (o?', y') aufgefasst, durch die Gleichungen 



dxi 



(5.) 



H{x,yix„y:)-^ = r' + 5P(0, 

dx\ 



H(x, y; x\, y',)-^ = ^(0 



ausgedrückt werden, in denen (a;<, yt) das Functionenpaar für (oy, 6u), (x^ Ho 
dasjenige für (x,y)^ C^'t^y't) ein beliebiges anderes bedeutet Daher kann 
H(x, y; x'y y') als Function von (x, y') nur unendlich werden, wenn 
(x*, y*) = («,„ 6„) oder = {x, y)^ oder x' = einer der Verzweigungsstellen der 
algebraischen Function y' von x wird; dasselbe gilt von den H(x,y; o:', y')^. 
Die Functionen H(xy y; x\ y')^ dienen zur Darstellung der rationalen 
Functionen des Paares (a;, y), die an gegebenen Stellen in vorgeschriebener 
Weise unendlich werden; soll z. B. eine solche Function nur an einer 
Stelle (a, b) des Gebildes, und zwar von der Ordnung k, unendlich werden, 
80 kann sie in der Form 



(6.) ^(x, y) = C,+i:C,H(x, y; a, 6),^, 

dargestellt werden, wobei aber die C^ den Bedingungen 
(7.) lc...A(a, 6)„, = 



(a = l,...^) 



genügen müssen, welche ausdrücken, dass ^{x, y) nur dann an einer der 

26* 
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Stellen (0^, 6^) anendlich wird, wenn diese mit (a, b) zusammenfällt; man 
erhält diese Relationen aach ans 

Die Aufgabe, eine solche Function zu bilden, ist hiernach nicht für be- 
liebige Zahlen k lösbar. Herr WeierstrtMs hat in seinen Vorlesungen ge- 
zeigt, dass zu jeder beliebigen Stelle (a, 6) des Gebildes immer eine Reihe 
von genau q Zahlen Aj, . . . k^ gehört, für welche diese Aufgabe unlösbar ist. 
(Vgl. Schottky, dieses Journal Bd. 83, S. 315; der Satz ist dann auch von 
Herrn Nöther y ebenda Bd. 97, S. 224, bewiesen worden). Wir bemerken 
noch, dass alsdann die Determinante 

von Null verschieden ist, wie man leicht findet. 

in. 

Dies vorausgesetzt, bilde man den Ausdruck 

^(x, y; Xy y') = H{xy y; x\ y')'^- Z C^.H{x, y; a, b\^ 



und bestimme die Cß aus den Gleichungen 

i;C^Ä(ö, bX^^ = H(x', y\ (a = i....e), 

also in der Form 

Cß = i:c,^ßH(x\ y'X = ,^(x'y y')ß (/?=!,...?), 

WO nun auch die ^(x\y)ß linear unabhängige Integranden erster Gattung 
bedeuten, welche an jeder beliebigen Stelle des Gebildes eine Entwickelung 

doc* * 

besitzen. 

Die rationale Function 

(1.) $(a?, y; x\ y') = H(x, y; x\ y')+ i ^{x\ y')ßH{x, y; a, b\ , 

ß—\ 

hat dann, als Function des Paares {x, y) betrachtet, folgende Eigenschaften: 
a) An der Stelle (x\y) wird sie in derselben Weise unendlich wie 
H(xy y; x\ y'), d. h. 

(2.) $>(x:,y[; x\y') = -r^ + 5ß(0; 
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b) ausserdem wird sie nnr noch unendlich an der Stelle (a, 6), und 
zwar besitzt sie daselbst die Entwickelung 



.— *^ 



(3.) ^(x„ y,; x\ y') = ^^(x\ y'),.r^+m) 

(wir bezeichnen auch im Folgenden immer mit (o?,, y^ das Functionenpaar 
für die Umgebung von (ö,6)); 

c) sie verschwindet an der Stelle (ao,6„): 

(4.) Ö(«., K; x\ y') = 0. 

Setzen wir 

(5.) ^{x, y; x\ y%= - [^(x, y; x\, ^D-^r]^, 

so folgt aus (1.) 

^(a?, »; ^y y% = H(x, yi ^^ y%- -S W^ »')^,^+i-^(^. y; «, 6), i, 

daher gelten für diese Functionen die Gleichungen 



(6.) 



.— *i 



^(x„y,; x\y'X = -2W,y\u^x-t ^+^(0, 



\^(x,,y,; x',y% = $(/), 

wo in letzterer Gleichung auch (x', y') = (o, 6) sein kann. 

üeber die Eigenschaften von ^(x,y; x,y') und ^(x,y; x',y')^ als 
Functionen von (x', y') ist dasselbe zu sagen, wie über die von H(x, y; x\ y') 
und H{x, y; x, y')^; insbesondere gelten die Gleichungen (vgl. II, (5.)) 



(7.) 







dx, 



^(x,y; x„y,) --^;- = -r»+<U(0, 

dx; 



^{x, y; x„ yl) "-^ = <ß(0, 
welche zeigen, dass 

y^Ca^', y'; X, y)dx 

(ebenso wie /Ä(ar', y'; x, y)dx) ein Integral dritter Gattung mit den Para- 
metern x', a,, ist. 
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Die Gleichungen (2.) — (7.) ergeben sich in einfacher Weise aus den 
in IL angeführten Entwickelungen. — Man kann die Function ^{x,y; x\y') 
auch unabhängig von H(xy y; x\ y') einführen; indessen erschien es hier zweck- 
mässig, die bereits veröflFentlichten Entwickelungen aus den Vorlesungen des 
Herrn Weierstrcus zu benutzen, 

IV. 
Wenden wir (wie es in den Vorlesungen des Herrn Weierstrass ge- 
schieht) die Gleichung (3.), No. I, auf die rationale Function 

P(^y y) = ^(^^ y; ^\ y')- ^^ ö(^, y; ^\ y") 

an, so kann die hieraus sich ergebende Gleichung 

-2'[^(a?o yn x\ yy-^^ix,, y,; x\ j")]^_i = 

(wenn wir im Endergebniss (a;, y) für {x\ y") schreiben) auch auf folgende 
Form gebracht werden: 



(1.) 



^(^, y; ^, y')- -j^ ^(^', y'; ^, y) 



dx -^^-^ ^' -^ ^^ daf 

wenn nämlich die rationalen Functionen ^{ß^r])^^^ durch die Gleichungen 

definirt werden. (Diese Functionen liefern, wie wir beiläufig bemerken 
wollen, Integrale zweiter Gattung, die nur an der Stelle (ö, 6) unendlich 
werden.) 

Die Gleichung (1.) giebt den Satz von der Vertauschung von Para- 
meter und Argument bei den Integralen dritter Gattung; wir benutzen die- 
selbe hier, um einen Ausdruck für die Summe 

i:^(x,yj,; Xyy') 

herzuleiten, worin y^, . . . , y^ die zu einem und demselben Werthe von x ge- 
hörigen conjugirten Werthe der algebraischen Function y von x bedeuten. 
Man bemerkt zuvörderst, dass, wenn wir mit yj, . . ., y^ ebenso die 
conjugirten Werthe von y bezeichnen, 

(3.) i^Car, y; x', y\) = ^-— A 
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ist; dies ergiebt sich durch einfache Schlüsse aas der bekannten Gleichong 

(4.) i^(«', y'kX = («=i.-e) 

in Verbindung mit IIL, (3.), (2.), (4.). Vermöge der Definition (2.) erhalten 
wir nun aus (3.) die der Gleichung (4.) entsprechende: 

(4«.) 2:^(x\ jfOe^-« = -iJ-'C^-ö)"*""^ (a = i,...^). 

Setzen wir die Werthe (3.), (4.)i (4^) in diejenige Gleichung ein, die aus 
(1.) hervorgeht, wenn man darin y' der Reihe nach durch yj, . . ., yl ersetzt 
und summirt, so ergiebt sich 

und hieraus durch Integration und Vertauschung von (x, y) und (x\ y') die 
gewünschte Gleichung 

(5.) 2:p(x,y,; x',y') = ^^^^ i +i^(x',y')«.-^ |(^ _«)-»- _(«,,_«)-*«!, 

welche wir sogleich benutzen werden. 

V. 
Wir definiren nun, unter (x, y) eine beliebige Stelle des algebraischen 
Gebildes verstehend , die nur nicht mit (oq, 6o) oder (a, 6) zusammenfallen 
soll, eine Function ©(a?, y; x\y') durch die Gleichung 

(1.) ©(or, y; x\ y') = e^-'^ 

Aus 

|)(a;, y; x[, y',)-!^ = -i:^{x,y; x\ y'^t" 

und den Eigenschaften der Functionen ^(x, y; x', y% ergeben sich dann 
folgende Formeln 

@(a^o ^»- x', y') = t-\%{t).e^=' 



(2.) 



(^ CO + "), 



tr 



y? 






(?, (0) =f= ü), 

(^=i,...e), 



(«,*) 



e(^o jf.; ^', y') = ^2(0 

e(a„, 6o; x,y') = 1. 



(%00 + 0), 
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(Die Integrale Wß haben denselben Integrationsweg wie das Integral in (1.))« 
Die Function ®(x, y; x\ y') besitzt also nur eine Nullstelle (x', y') und eine 
Unbestimmtheitsstelle (a, b). Durch ein ähnliches Verfahren, wie es Herr 
Weierstrass auf die Function 

J Hix,y; x',y')dx' 

(3.) E{x, y; X,, yja:,,, y.,) = e^'^'^«^ 

(welche eine Nullstelle (^1,^0, eine Unendlichkeitsstelle {x^^^y^ und q Un- 
bestimmtheitsstellen («1, 6i), ..., (a^, 6^) besitzt) anwendet, kann man zeigen, 
dass @(a:, y; x, y') eine eindeutige Function des Paares {Xy y) ist; dies geht 
auch, wenn man die Theorie der Function (3.) voraussetzt, aus der Gleichung 

^u)ßB(x,y; a,b)k^^i 
®(xy y; x', y') = E(x, y; x\ y>, 6)e^=' 

hervor, welche unmittelbar aus III, (1.) folgt. 
Für die Norm unserer Function, d. h. 



iV(ar) = ^^®(^, Vk; x\ y\ 
erhalten wir nach IV, (5.) den Ausdruck 



diese Norm ist also eine eindeutige Primfunction, Wir werden auch sehen, 
dass die Function @(a?,j^; x\y') eine ähnliche Productdarstellung der eindeutigen 
Functionen des Paares {x, y) ermöglicht, wie die Primfunctionen im Gebiete 
der eindeutigen Functionen einer Veränderlichen x. 

VI. 

Mit Hülfe der Eigenschaften der Functionen ^(x, y; x\ y') und 
®(x,y;x',y') können wir nun die drei Hauptprobleme, welche Herr 
Appell a. a. 0. behandelt, folgendermassen erledigen. 

A. Darstellung der eindeutigen Functionen des Paares (x, y), die nur 
eine endliche Anzahl (wesentlicher oder äusserte esentlicher) singulärer Stellen 
besitzen. 

Es sei ^(xy y) eine solche Funcjtion, welche an der singulären Stelle 
(Xiyy^ die Entwickelung 

• » H-x 

*(^0 yd ^ ^ Al*\t~'' = l....r) 



I • = 00 
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besitzt; dann ergiebt sich durch Anwendung der Gleichung (3.) (No. I) auf 
die eindeutige Function 

F(x, y) = 4^(x, y).{^{x\ y'; x, y)-^(x\ y"; x, y)\ 
die Gleichung 

^{x', y')-<I'{x", y") = 2:A['^$,(x\ y'; x„ yd.-.-W, y"; x,, j,,).-,| 

oder 

(1.) 0(x, y) - C+ZA^^^ix, y; x,, y,)v-i, 

wo C eine Constante bedeutet. Bildet man die p Gleichungen 

so erkennt man, dass zwischen den A^J^ die p Bedingungsgleichungen 

I;A^^^(x,, y,)«,,, = (« = !,...?) 

bestehen, welche (nach den Eigenschaften der ^(x, y; a:,, y.)„_i) ausdrücken, 
dass ^(xyy) an der Stelle (a^b) nicht unendlich wird, wenn diese Stelle 
nicht unter den (x^, y^ enthalten ist. 

Diese Darstellung entspricht (auch in der Herleitung) durchaus der- 
jenigen, die Herr Weierslrass in seinen Vorlesungen für die rationalen Func- 
tionen des Paares (x^ y) giebt. Sie hat gegenüber der ^;?;?ß//8chen (a. a. 0. 
S. 121) den Nachtheil, dass die Elemente der Darstellung hier (d, h. die 
^(x, y; Xiy yi)y-i) nicht, wie bei Herrn Appell^ nur an einer, sondern an zwei 
Stellen des Gebildes unendlich werden; dafür besitzt sie andererseits vor 
jener den Vorzug, dass die Elemente rationale Functionen des Paares (x, y) 
sind; dies ist namentlich bei Behandlung des folgenden Problems von Vortheil. 

B. Verallgemeinerung des Mittag ~ Leff^ler^^chen Theorems* (Appell, 
a. a. 0. S. 126). 

Es sei eine Reihe von einander verschiedener Stellen (iTj, j^i), (0:2, y-i)^ ... 
mit der einen Häufungsstelle (a, b) (welche keine singulare Stelle des Ge- 
bildes sein soll) gegeben; ferner eine Reihe rationaler Functionen fi(x,y\ 
hip^y y), . . ., von denen fi(x^ y) nur an der Stelle (o?,^ y^ unendlich wird; dann 
kann man eine eindeutige Function des Paares (x, y) mit der einen wesent- 
lichen singulären Stelle (a, b) bilden, welche nur an den Stellen (xi, yj), . . . 
unendlich wird, und zwar an (jt^, y^ in derselben Weise wie fi(xy y). 

Wir heben von den (x^^y^ diejenigen heraus, welche in der durch 

(^o y^ dargestellten Umgebung der Stelle (a, 6) liegen; dies seien diejenigen, 
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WO t>m, 80 dass es für t>m stets einen eindeutig bestimmten Werth 
t = ti giebt, für welchen 

ist Wir nehmen ferner an, dass die zur Herstellung von ^(j?, y; x\ y') be- 
nutzte Stelle (a,„ 60) nicht in dem Element (x^, y) liegt. 
Zufolge (1.) können wir setzen 

fiO^s y) = C,+i:c^\^(x, y; Xi, y,\__,] 

nach den Eigenschaften der Functionen ^(x^y; §,r])y_i giebt es aber eine 
Entwickelung: 

(2.) C +2:c^^^(ix, y; x,, y,) = J R^\x, y).t% 

welche convergirt, so lange (x, y), kurz gesagt, weiter von (a, b) entfernt ist 
als die Stelle (x,, y,), so dass 

f 
wird. Hier bedeutet ßJj^Cx, y) eine rationale Function des Paares (x, y), die 
nur an der Stelle (0, 6) unendlich wird; die Reihe (2".) convergirt, so lange 
(xy y) ausserhalb der durch \ti\ bestimmten Umgebung von (a, b) liegt, und 
zwar gleichmässig. 

Nimmt man nun eine Reihe positiver Grössen €, so an, dass ^f, con- 

vergirt, bestimmt dann die positiven Zahlen m, so, dass für die oben be- 
zeichneten Lagen von (x, y) 



1 R^^{x,y)tt 



fi. 



and setzt endlich 

für i^m Ft(x, y) = fi(x, y), 



rfti 



für i > iB F,(x, y) = f,(x, y)- ^ Rf(x, yX, 
so stellt die Function 

(3.) ^(x^y) = i:F,(x,y) 



•=i 



eine Function der verlangten Art dar. Die Reihe (3.) convergirt für jede 
Lage von (x, y) (ausser (x, y) = (a, 6)), da man stets eine Zahl M so be- 
stimmen kann, dass für i^M sowohl (xi,y^) = (xt,y,)t^t ist als auch (x, y) 
ausserhalb der Umgebung m der Stelle (a, b) liegt. 
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Man kann auch annehmen, dass fi(x,y) ausser an (Xi^yi) noch an 
(a, b) unendlich wird; dann ist 

f,(x, y) = C+2:c\:lf)(x, y; x,, y,)v-i+2;bi'^$(a?, y; a, b\^,, 

und man hat in (2.), (2".) zu R\}\x,y) noch 

-rb?^^(x, y; a, 6),_„ 

a 

hinzuzufügen. 

C Zerlegung in Primfactoren. (Appell, a. a. O. S. 132). 

Ist wiederum eine Reihe von Stellen (Xi, y.) wie oben gegeben, dazu 
eine Reihe positiver ganzer Zahlen iti, iti, . . ., so kann man eine eindeutige 
Function des Paares (a?, y) mit der einen wesentlichen singulären Stelle (ö, 6) 
bilden, welche an jeder Stelle (Xf, yi) von der Ordnung «, Null wird. 

Aus der Definition von ©(a?, y; x\ y') ergiebt sich nämlich 

-jf loge(x, y: X,, y,) = .^(x, y; x,, y,)-^' 

= -l$(a:, y; a,b)^t% 
und hieraus folgt, wenn wieder (Xi^yt) = (a?/, y<)f=/. (i > »»), eine Entwickelung 

log/(a:, y; x,, y.^T^ = J R^\x, y)t^, 

worin die ßj;^ analoge Bedeutung haben wie in (2.), (2^), und von deren 
Convergenz dasselbe gilt wie von derjenigen der Reihe (2".). Bestimmen 
wir dann die Zahlen m, in entsprechender Weise und setzen 

für «<m R,(x, y) = 0, 



für i>fn R,(x, y) = 2! Rf{x, y)tt, 



SO wird 



(4.) 0(ar, y) = Tl f(x, y; x,, y.^'.e 



eine Function der verlangten Art darstellen. (Die Existenz einer solchen 
Zerlegung der eindeutigen Functionen von (x, y) in Primfactoren ist von 
Herrn Weierslrass wiederholt in Vorlesungen ausgesprochen worden). 

D, Man kann auch leicht eine Function ^P{x, y) mit nur einer singu- 
lären Stelle (a^ h) bilden, welche an einer Reihe gegebener Stellen (a:,^ y^ 
(die sich an (a, 6) häufen) vorgeschriebene Werthe A annimmt. 

27» 
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Zu diesem Behufe bilde man nach C. eine Function F(x, y\ welche 
diese Stellen zu einfachen Nullstellen besitzt, und setze 

^(^o y.) = [K^ty y:)\n 

sodann bilde man nach B. eine Function G{x, y) mit der einen wesent- 
lichen singulären Stelle {a, b) und den ausserwesentlichen singulären Stellen 
(^o Vi) (* = 1? • • •)? wo sie unendlich wird wie 

A- 

fiO^y y) = ^ F\xly,) '^^^'' ^' ^'^ y^^ 

es ist dann in der Umgebung von (ar,^ y.) 



} • 



F{x„y:) = F\x„y:).t+t\%(t\ 



% % 



woraus hervorgeht, dass 

^{x,y) = F{x,y).G(x,y) 

eine Function der verlangten Art darstellt. 

Dieser Lösung entspricht, wie man sieht, in der Theorie der ratio- 
nalen Functionen einer Veränderlichen die la^ran^esche Interpolationsformel. 
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Das Additionstheorem der elliptischen Functionen. 

(Von Paul Günther.) 



I. 



JNach -46e/ („Precis d'une throne des fonctions elliptiques", Oeuvres, 
2. Ausgabe, Bd. I, S. 532 flF.) kann man den Ausdrack für das allgemeine 
Additionstheorem der elliptischen Functionen auf folgende Weise erhalten. 

In dem Ausdruck 



(1.) 



F(u) = sn«i 



a„+aiSn^«i+a2sn*wH f-OrmiSn u} 



[f] 






( 



WO sn « = 



dsnu 



, , [p] die grösste in p enthaltene ganze Zahl ist) können 

die Constanten a,,, bj, so bestimmt werden, dass F(u) an m beliebigen 
Stellen Wi, ..., u^ verschwindet; hierdurch sind die a^, 6/, bis auf einen 
allen gemeinsamen willkürlichen Factor bestimmt als ganze rationale 
Functionen der sn«i«, snV, (a = 1, 2, ..., m) in Determinantenform. Dann hat 
F(u) noch eine (m+iy Nullstelle 



u 



in-\-\ 



m 



a=l 



(modd. 2A', 2A''0 ! 



nämlich F(u) ist nach der Bezeichnung von Herrn Hermite eine doppelt- 
periodische Function zweiter Art mit den Perioden 2Ä, 2K'i und den Multi- 
plicatoren —1, +1; also ist die DiflFerenz zwischen der Summe ihrer Un- 
endlichkeits- und der ihrer Nullstellen 



= K'i, 

erstere Summe ist aber = (mH-l)Ä'«. 



.[Ä^Iog(-l)--if.log(+l)] 



(modd. 2K, ZK'i) 
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Setzt man nun 

so wird 

(2.) F(u).F{-u) = Ä,^Ax'+-'+A,^^,,x'^-^'\ 

wo die A^ in leicht zu übersehender Weise aus den a^j b^ zusammengesetzt 
sind, und daher 

Da A^^ = 60, ^„,+1 = IP,hr ^_i 1 oder = —«p ^ ^, je nachdem m ungerade oder 

gerade ist, so wird durch (3.) x„,^i und daher sn(«iiH hO als rationale 

Function der snw«, sn'ti« (a=l, .,.,1») dargestellt. 

Dieses Verfahren ist nicht direct bequem anwendbar, wenn mehrere 
der u^ einander gleich werden, weil dann zur Bestimmung der a^, 6a in (1.) 
die Ableitungen von F(u) zu bilden sind. Aber man kann sehr leicht zum 
gewünschten Ziel gelangen, wenn man F(u) in der Form 

(4.) F(u) = Fo.snw+Fi.snw+F,.sn^'^M+-.- + F,,.sn^"^w 

darstellt, wo sn^^^ti = \ ist und Fo, ...,F^ Constanten bedeuten. In der 

That ist ja F(u) eine elliptische Function (mit den Perioden 4Ä, 2Ä''e), die 
an der Stelle n = K'% eine Entwickelung von der Form 

j;A.(«-fi-'i)-*4-$(«-ff'»), 

an der Stelle u=^2K+K'i dagegen die Entwickelung 

besitzt und sonst nirgends im Periodenparallelogramm unendlich wird; daher 
können F,„ ..., F^ so bestimmt werden, dass der Ausdruck in (4.) rechts sich 
von F(n) nur um eine Constante unterscheidet, und diese muss = sein, weil 
beide Ausdrücke, wenn u um 2K vermehrt wird, sich mit —1 multipliciren. 
(Um den Ausdruck (4.) zu ermöglichen, ist der Function F(u) gerade die 
besondere Form (1.) gegeben worden. An und für sich würde es ausreichen, 

F(u) = Go(8nii)-hsn'ii.Gi(snfi) 

zu nehmen, wo die beiden ganzen rationalen Functionen Go, Gi aber der 
Bedingung zu genügen haben, dass eine von ihnen eine gerade, die andere 
eine ungerade Function von sn ti ist.) — 
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Sind nun li von den Grössen «i, . . ., u„, etwa = «i, ^2 derselben etwa 

= f?2, . . ., K ötwa =v, ( ZK = ^h 80 sind Fl,, ..., F,„ bis auf einen willkür- 

liehen Factor als ganze rationale Functionen der Grössen sur^, ^n'vf, 
(A = 1, ,.., «) bestimmt vermöge der Gleichungen 

(SO ^ = c::::''-')- 

Bildet man andererseits mit (4.) die Function F(u).F(—u) und vergleicht 
dies mit (2.), so ergiebt sich durch Vergleichung der Glieder mit (u—K'i)'^"'"^ 
in den entsprechenden Entwickelungen: 

ferner ist 

A = F(0)% 
also nach (3.) 

•*^i ••*'2 ••••*'//*••*'»/< ti [mW Ä"^*" * F* 

und durch Radicirung 

(6.) 8,i(«.+-+«.+m.fi"0 = -^g^-^^- 



m 
m 



77 sn Ua 

a=l 

Die Richtigkeit des Vorzeichens ergiebt sich dadurch, dass man (die Vor- 
zeichenbestimmung für sn(wiH \-u„^^^+(m—l)K't) vorausgesetzt) in (6.) 

fi^=— Ä^'i setzt, zu welchem Zwecke man rechts Zähler und Nenner nach 
Potenzen von u^—K'i entwickeln wird. 

Man kann (6.) auch verificiren durch Vergleich mit den von Abel ge- 
gebenen Ausdrücken, indem man zunächst «i, ..., u^ sämmtlich von einander 
verschieden voraussetzt. Beachtet man nämlich, dass sn^'*^w eine ganze 
rationale Function (2A4-iy''" Grades von sn« ist, worin sn^'^^^*«! den Coef- 

ficienten (2A)!Ä'^* hat, ferner - , - eine ganze Function (2ä)^" Grades 

von snti mit (2Ä+l)!/f^'* als höchstem Coefficienten, so erkennt man, dass 
in diesem Falle F(0) bis auf einen nur von K und numerischen Grössen 
abhängenden (sehr leicht zu bestimmenden) Factor mit der Determinante 

2["]+i , A--'~~] 

^Tiu^y sn'w«, ..., sn ^ u^; sn^tt^.snw«, sn^w^.sn'«^, ..., sn ^ «^.sn'w« 
übereinstimmt, ebenso F^ bis auf einen ähnlichen Factor mit 
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sn«!^, sn^f««, ..., Sil ^ «1^, ^n'u^y sn^w^.snV^ ..., sn ^ ti«.sn'«i« 

(a — 1,... in) 

Durch Vergleich mit den A begehen Ausdrücken ergiebt sich dann unmittel- 
bar die Gleichung (6.). Aus den hierbei auftretenden Ausdrücken von F(0), 
F^ für den Fall ungleicher u^ ergeben sich aber leicht die entsprechenden 
für den allgemeinen Fall, indem man die Grössen sn^'^^w^tC* = 2, ..., A,) nach 
Potenzen von t/^t— «^17 ferner Sin^^^ui^^j,(^k ==-2^ ...^ L — ^O nach Potenzen von 
«A.+fc— «'p. +1? tt« 8- f"t entwickelt und 

lim ' ^(^) 



lim 



Fin 



(«I =«2 = «*3 = ••• = »;.,= Pi \ 

für 1*^,4.1 = «i,+2 = %+3"- = «A,+A,.= ''' I 

bildet. Diese Betrachtung liefert daher zugleich einen anderen Beweis der 
Gleichung (6.) für alle möglichen Fälle. 

Eine von der obigen nur formell verschiedene Herleitung des Addi- 
tionstheorems erhält man durch Betrachtung der Determinante 

wo «!,„ Wi, ..., u^ Unbestimmte bedeuten sollen. Als Function von «i,, ist 
dieselbe eine doppeltperiodische Function zweiter Art mit den Perioden 2K, 
2K'i und den Multiplicatoren —1, +1; sie wird für Uo = K'i unendlich von 
der Ordnung i»+l, dagegen Null an den Stellen Wi, m>, ..., «i„, und daher 

m 

(vgl. oben) auch noch an der Stelle — ^ Ua~mICi. Hiernach ist 



a=l 
«M wtni 



nH(u,^Ua).H(u,+u^^'''+u„,+mK't)e ''^ 
(8.) *,,(«!„, «ii, ..., O = f(u,,..., fij. ^=^ ©K)"^' ' 

WO /*(«!, ..., Wm) nicht mehr von W(, abhängt. Um f zu bestimmen, entwickeln 
wir in (8.) auf beiden Seiten nach Potenzen von (uy^—K'i) und vergleichen 
die Coefficienten von (ti,,— Ä'i)"'^*""^ ; dies giebt 



m 






rli / ^ a=l 

Vi.e *^ J .jsr' 



a=l 



(9.) 
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sodass (8.) übergeht in 

Hieraas lässt sich einerseits der allgemeine Ausdruck von ^^(ti«, «i, ..., «i«) in 
den 0, /f ableiten, worauf wir aber hier nicht eingehen; andererseits folgt 
daraus für fio = 

(10.) ,n(..+...+».+»rO = ijgl . J?^*^^_:-L^ 



m 
a=l 



und dies ist genau die Formel (6.) für den Fall ungleicher ti«. Der all- 
gemeine Ausdruck kann aus (10.) durch den oben angedeuteten Grenzüber- 
gang erhalten werden. 

IL 

Das Additionstheorem für die Function pu kann ebenfalls nach ver- 
schiedenen Methoden hergeleitet werden. 
Es sei 

(11.) F(u) = F,+F,.pu+F,.p'u+'" + F^y'^-'^u 

eine elliptische Function (m+l)**" Grades, die nur für « = unendlich wird 
(jede Function dieser Art kann bekanntlich auf die Form (11.) gebracht 
werden). Die Constanten Fq, . . ., F^ werden bis auf einen willkürlichen ge- 
meinsamen Factor dadurch bestimmt, dass F(u) an m vorgeschriebenen 
Stellen u^^ ...^u^ verschwinden soll; sind li von den u^ gleich <?i, u. s. f. (wie 
oben), so liefern die Gleichungen 

(12-) ^ - C::n 

F<„ . . ., F^ als ganze rationale Functionen der pu^^ p'u^ (a = 1, . . . , w). Die 
(m+iy Nullstelle von F(u) ist 

m 

Um+i = — Zu ; 
daher wird 

F(«).F(~«) = ^,+^.^^+^.^'«' + •••+^.,.1.^"'^'« 

= ^„+,[>«-p(«,-i-" +«„)]• n (pu-pu^), 
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(13.) 
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also 

(14) p(u,+...+u„)-pu = m^Et:^ 

a-l 

Entwickelt man in (13.) auf beiden Seiten nach Potenzen von u und ver- 
gleicht die Coefficienten von fi"^"*'^, so folgt 

An^i = (-lr-^/^.[m!]^ 

also 

(15.) ^(«. + - + = pu+ F(u).F(-u) 

[fnlf.Fl. 77 (*>««-*>«) 



a=l 



Hier ist das Additionstheorem dargestellt mit Hülfe eines willkürlichen 
Parameters «. Setzt man für u z. B. einen der beiden Werthe, für welchen 
pu = ist, so erhält man eine Form des Additionstheorems, welche in 
gewisser Weise der in (6.) entspricht. Andererseits kann man u auch noch 
beseitigen, indem man in (15.) nach Potenzen von u entwickelt und die 
Constanten Glieder auf beiden Seiten einander gleich setzt. So ergiebt sich 

(16.) «,(^+-+.J = [^]"-^-|^-l,«.. 

Diese Gleichung kann auch direct aus (13.) abgeleitet werden ; es ist nämlich 

m J^ 

^(«l + - + 0+-Sp«a = --1-^' 

a=l **m+l 

und A^ ist der Coefficieut von w^"" in der Entwicklung von F(«i).F(— «), d. h. 

A^ = (--l)-.F^,.[(m-l)!r+(-l)--^2F„,F_3.m!(m--2)!, 

sodass man auf (16.) zurückkommt. Aber dies gilt nur für m>2, da 
alles auf dem Ansätze 

F(-«i) = Fo+•••+(-l)"*-^F_,^^--^>ll+(--l)--^F_,^(-^>fl 

beruht. Für m = 2 wird analog 

(F \^ 



also entweder 



oder 



/ jp'ui — p'U'i V 



Günther, das Additionstheorem der elliptischen Functionen. 



219 



Im Falle ungleicher n^ ist (von dem gemeinsamen Factor aller F,, 
abgesehen) 

= (-iy"-^l!2!...(m-l)!^^^^ 



(17.) 



77au- 



(a:> ß; a,>5=l,2,...,m) 

(Hermite, dieses Journ. Bd. 82; vergl. auch Schwarz, Formelsammlung, S. 17.); 
femer 

F„._, = -|1, pU,, p'Ua, ..., P^'^-^^U,, ^^"^Xl (« = !,...,-) 
F„_2 = |1, FW«, P'Ua, ..., ^^"-*^«'a, F^""'^««» ^^""'^««1 (« = » -). 

Hiemach gilt die Gleichung 

Ja ' g("iH f-Wm) a=.-l OUa ^' 

woraus durch nochmaliges Differentiiren folgt 

(18.) -l-.l-^-(-^l-i) = -„.j,(„.+...-f„J+l^«„. 






Da 



-^--fe^ = |1' ^«- •••' ^""'''"- ^"""'«-' «^'"'"'«''1 

a=l ^**a 



ist, so ergiebt sich ans (18.) die neue Form des Additionstheorems 

(19.) ^(«,+-+«j = --■ 2:.fp«a+ „r — -p-^ — +ii^\-F;r^ 



m a=l 



m* 



(und zugleich durch Combination mit (16.) die Identität 

(m+l).F,„.ipii,+ --^^,-^F_2+--F = 0.) 

Wie man aus (19.) das Additionstheorem für den Fall ungleicher «^ her- 
zuleiten hat, ergiebt sich aus den in No. I gemachten Bemerkungen. 

Es sei hier noch darauf aufmerksam gemacht, dass flir den Fall der 
Multiplication (u^ = - -- = u„, = u) 

(Fm = IP^^'^^-'^u] (a,^ = l,...,«-l) 

^ '^ 1 = (-l)--.[l!2!...(m-l)!]>.(ii) 

28* 
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ist, wo V^mW nach Herrn Kiepert (dieses Journ. Bd. 76) die Function 

o(m.u) 
~(äüp~ 

bedeutet (die Gleichung (20.) ergiebt sich sofort aus (17.) durch einen 
Grenzübergang in der oben angegebenen Weise). 

Endlich wollen wir noch das Additionstheorem für pu nach einer 
Methode herleiten, welche der auf S. 216 ff. benutzten analog ist 

Wird 

gesetzt, so folgt (vergl. Gleichung (9.), (17.) und Schwan, a. a. 0. S. 16) 

V^«(«ü, «<l, ..., «m) 



(21.) 



m 



^(Wo + «*i + ••• +«m).77<Wo--0 

= (-l)-^\m! ^-^^ V^_,(«i, ..., f#J. 



a=l 



Daher kann die Gleichung 

(22.) K^+...+^)-^, = - ''-'^-r,:X°:ltit-.!"--''' 

umgesetzt werden in 



m 



ii>(«i+-+»„,)-F"o = Nrnr "~* 



^ ^ V'm-l(«*l, ..M «m). /?[a(«lo +Ua)a(Uo— Ua)] 

a=l 

__ 1 V^m(Mo, M^, ■>», OV^m(—t/Q, yi^, ..., >!„,) 

'■^ Vm-l(Wi, ..., Wm).n(ipUa — pwj 

a=l 

und dies ist nichts anderes als die Gleichung (15.) für den Fall ungleicher 
«I«. (Der Zusammenhang dieser Methode mit der zuerst dargelegten ist hier 
noch deutlicher als bei der Function snw). 

Mit Hülfe des eben angegebenen Verfahrens kann man auch das 
Additionstheorem in eine solche Form setzen, dass es für den Fall der 
Multiplication in die von Herrn Kiepert benutzte Gleichung 






übergeht. Dividirt man nämlich beide Seiten von (21.) durch (w,)— iii) und 
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setzt dann Uo = «i, so wird, wenn 



[-^--Vm(«ü, «I, ••-, «m)l_„ = Vm(«l, «1, • • •, «m) 



■«,=11, 



gesetzt wird, 



(23.) . 



= (-1)'»+'.»»! 



Vm(«l, «U ■■'■> «m) 

m 



ß^'i 



m 



V.n-l(«l, ••-, «m); 



ferner ist 



(24.) 



a"'+*«,.a(ti, 4 t-«m)-/7<"<^ 



Vm-l(«l, ..., «J 



f7< 



ß=.'i 



Dividirt man also (23.) durch (24.) und berücksichtigt die Gleichung 






80 wird 



(25.) ^(«.+-+«J-F«. = i_ . i=(«i.^'^^i=)-^^lft'_^r^-0. ^ 

und dies ist diejenige Form, welche für den Fall der Multiplication (nach 
Ausführung des bekannten Grenzüberganges) in die obige ffieper/sche Glei- 
chung übergeht. 

Im Vorstehenden sind die Ausdrücke des Additionstheorems für alle 
möglichen Fälle abgeleitet, aber nicht ein Ausdruck, der für alle Fälle un- 
mittelbar gültig bliebe (wie ein solcher z. B. für m = 2 durch 



sn(wi+«i2) = — r-Ti--i h 

^ ^ 1— Ä .sn ti..sii M. 



geliefert wird). Indessen hat es den Anschein, als ob ein solcher Ausdruck 
nicht diejenige Einfachheit besitzen würde, welche die obigen Formeln aus- 
zeichnet; wenigstens lassen die von Herrn Cayley (dieses Journ. Bd. 41) 
angestellten Rechnungen (für m = 3, 4) dies vermuthen. 
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Bemerkung über die Integrale linearer Differential- 
gleichungen. 

(Von Herrn Lothar Heffter in Giessen.) 



In einem Aufsatz „Ueber Recursionsformeln der Integrale linearer 
homogener Differentialgleichungen" (dieses Journal Bd. 106 S. 296) habe ich 
eine für jede nach Potenzen von x—Oi fortschreitende, einer Differential- 
gleichung der Fuchs&chen Klasse genügende Reihe gültige Recursionsformel 
aufgestellt (Formel (6.) S. 271). Wenn man dort die Grössen F (wobei 
zur Abkürzung noch m— «^ = m^ gesetzt werde) unter Einführung von 
«(m.+l) Grössen 

^ /A = 0, 1, ..^«,^v 

^ V" = li 2, . . ., n / 

als Functionen von s in Linearfactoren zerlegt, so kann jene Forniel 
folgendermassen geschrieben werden: 

c,_„,. ./?c, . (» + «Ol — wi.) (s + a,ß - m,) . . . (» + a,^ - m.) 
+ c,-,n.+i.Pi.(«+aii-«».+l)(«+ai2~m,.+l) . . . (» + «,^-mi+l) • 

+ 

wobei die Bedeutung der Constanten a^^ und pt sich durch Vergleichung 
mit der dortigen Form ergiebt. Demgemäss sind 



(1.) 



^m,l ? ^m^2 5 • • • ? ^m^n 



die Wurzeln der zu a: = a,, und 



^Ul7 ^(12 7 • • •? ^«»n 



die Wurzeln der zu a: = oo gehörigen determinirenden Gleichung. 

Setzt mau nun für s einen Werth — «„,.;t, dem wenigstens ein von 
Logarithmen freies Integral entspricht, und den ersten willkürlich bleiben- 
den Coefficienten = 1, so erhält man durch die Formel (1.) eine Reihe, 
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deren Coefficienten in bekannter Weise independent durch die F, also durch 

die ax^ und p als Determinanten dargestellt werden können, und die durch 
folgendes Symbol bezeichnet werden möge: 



—a 



ntik 



(2.) »,* = (a:-a.) "•.*(/?„, p„ ..., Pm,; ,' a?-o.). 

Es werden also alle Integrale, die sich in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von ar— a,. entwickeln lassen, durch denselben Algorithmus ^ ge- 
geben, bei dem nur die Parameter a geändert werden. Ist eine der Wurzeln 
— a^j = 0, und setzt man eine andere in die Form 1— y, so erkennt man 

in der Art, wie jene Parameter sich von Integral zu Integral ändern, die 
genaue Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaft der Gatiir^schen Reihe, 
dass aus dem Integral 

F(a, ß, y, X) 

der zugehörigen Differentialgleichung (im Allgemeinen) ein zweites linear 
unabhängiges in der Gestalt 

a;'-^F(a+l-y, ß+l-y, 2~y, x) 

hervorgeht. Für diese Vergleichung werde noch hinzugefügt, dass in der 
Gauss^cheii Reihe ausser x eigentlich vier Elemente auftreten, nämlich a, 
ß und 1, y, von denen die ersten beiden unter einander und die letzten 
beiden unter einander vertauschbar sind, und von denen 1 in dem Symbol 
F bloss nicht zum Ausdruck kommt. 

Derselbe Algorithmus ^ giebt aber auch die in der Umgebung von 
X = (X) als Reihe darstellbaren Integrale. Ersetzt man nämlich in (1.) 
allenthalben s durch — *+m,, multiplicirt die Gleichung mit (—1)'' und 
schreibt die Summanden in umgekehrter Reihenfolge, * so hat man 

+ c_,+,,..i.;?„.^-.,(*-a^._,.i-fw,+l) . . . («-«„,^-,,,-111^+1) 
+ 

Diese Formel unterscheidet sich, abgesehen von den im Zeichen entgegen- 
gesetzten, sonst aber gleichlautenden Indices der c, von (1.) nur durch die 



(3.) 
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umgekehrte Reihenfolge der p und dadurch, dass 

ax^ durch -a^._2,^ 

ersetzt ist. Setzt man also für s nun eine Wurzel cfo^, zu der wenigstens 
ein von Logarithmen freies Integral gehört, so lautet jedes solches 

^(J* ^w^lj •••1 ^)A ^w^,« 

eine Formel, bei der man wiederum leicht die Verallgemeinerung der ent- 
sprechenden Eigenschaft der Differentialgleichung der Gati^^schen Reihe 
erkennt. 

Hiermit ist vermöge unserer Recursionsformel geradezu in Evidenz 
gesetzt, dass jene Eigenschaften der 6at»«schen Differentialgleichung, die 
bisher einerseits noch für alle Differentialgleichungen der fVicA^schen Klasse 
von der zweiten Ordnung (vergl. Seifert, In.-Diss. , Göttingen, 1875 und 
Heßer, In.-Diss., Berlin, 1886) andererseits auch für alle Differential- 
gleichungen mit zweigliedriger Recursionsformel (vergl. Pochhammer, dieses 
Joum. Bd. 102 (1888) und Bd. 108 (1891) u. a.) als bestehend erwiesen 
waren, sämmtlichen Differentialgleichungen mit nur regulären Integralen zu- 
kommen und zu Tage treten, sobald man jene aus der Recursionsformel 
stammenden Parameter a^^ einführt. Es sind dies (im Wesentlichen) die- 
selben Grössen, die in der „Normalform'' des Herrn Schaf heitlin (vergL 
dessen In.-Di8S., Halle, 1885 und die Umarbeitung derselben dieses Jonm. 
Bd. 106 (1890)) auftreten. Wenn die Zahl derselben hier grösser erscheint, 
so rührt das einmal daher, dass dort m = n, hier m^n ist und ausserdem 
hier noch für einen Theil der Grössen, welche direct angebbare ganzzahlige 
Werthe haben, der Symmetrie der Formeln wegen das Zeichen «^^ gleich- 
falls eingeftlhrt wurde. Es war der Zweck dieser Zeilen, auf diese Be- 
deutung der Parameter a^^ hinzuweisen und damit jene in speciellen Fällen 
beobachtete Erscheinung als etwas ganz allgemein Gültiges und — wenn 
man will — geradezu Selbstverständliches zu charakterisiren. 
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Ueber relativ adjungirte Minoren. 

(Von Ilorrn Georg Landsberg.) 



Uer Begriff der adjungirten Minoren, von welchem die Determi- 
nantentheorie Gebrauch macht, lässt sich auf folgende Weise zu dem der 
relatie adjungirten Minoren erweitern. 

Es sei: 

ein quadratisches System von Elementen mit der Determinante A^ und 
es seien: 

9l^ 9'i'i • • •? 9f^9 9in+ll ' • V 9m+fji9 ^m+^+l? • • »1 9n 

und ( " = '" *^ '"■'■^ *^ ") 

zwei Permutationen der Indices 1 bis «, welche durch eine gerade Anzahl 
von Vertauschungen aus einander hervorgehen; dann sollen die Determinanten 

{m-^-fif'' und (n—fiy Ordnung: 

j I /a = J7b .7;;» .... f?„4» </m+l' •••' f'w+/'\ lind \a I A^Ö'i' ^2» •••' •''m' l'm+^+l' •••' ^n\ 

I Ä I \b = Äi, Ä2, ..., A,,^, '»m+l' ...» ^m-ffi' ' ' \b=Ä„ A2, ..., A^j, Ä^yi+^^-i» .... Aj|/* 

welche durch Ränderung aus der Determinante m**' Ordnung: 

entstehen, in Beziehung auf A relativ adjungirt heissen. Die Determinante 
A heisse der Minor der Adjunction, 

Während also z. B. die Determinanten: 

JT + Ol 1 0.2 . . . «;„;„ und -2* + a,„+i,^i Om+'i,«i +2 • • • ««» 
im gewöhnlichen Sinne adjungirt sind, sind die Determinanten: 

und 
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in Beziehung auf die Determinante: 

relativ adjungirt. Da man aber unter der Determinante 0^' Ordnung die Ein- 
heit zu verstehen hat, so enthält der Begriff der relativen Adjunction für 
m = den der gewöhnlichen Adjunction. 

Der Zerlegungssatz lautet dann folgendermassen: 

(I.) Hält man in dem Schema: 

9\'i 9^1 • • •? 9m9 9ni+ll • • M 9m+/j 
'*1? '•2» • • •) '^m9 '•m+1? • • •? ^m+fi\ 

die nicht gestrichenen Indices fest, lässt hingegen die gestrichenen Indices alle 
möglichen Combinationen ,a'^ Klasse der Indices A,„+i, . . ., Aw+^, h^+f^^x^ . . ., Ä„ 
durchlaufen, und multiplicirt jede der so entstehenden Unterdeterminanten mit 
derjenigen, welche ihr in Beziehung auf den Minor A relatie adjungirt ist, so 
ist die Summe dieser Producte gleich AA. 

Der Beweis lässt sich einmal durch directe Zerlegung führen; durch- 
sichtiger gestaltet er sich aber, wenn man das System der % zusammen 
mit seinem reciproken Systeme*): 

betrachtet. Es ist nämlich: 

relativ adjungirte Minoren in Beziehung auf den Minor A stimmen daher 
bis auf den Factor A mit adjungirten Minoren des reciproken Theilsystems 
(«— w)'" Ordnung: 

(ß.) (aj (r!"''" *'" !"'•"' f"^^"^" "" ?), 

dessen Determinante gleich -j^ ist, überein. Zerlegt man daher diese Unter- 

determinante nach dem La/^/aceschen Satze in Determinanten .a^*' und 
(n—m--jiiy Ordnung und kehrt sodann mit Hülfe des Jaco6tschen Satzes 
über Subdeterminanten reciproker Systeme zum Systeme (a,;^) zurück, so 
erhält man den obigen Satz. 



*) Krouecker, Ueber Subdeterminanton symmetrischer Systeme. Berliner Sitzungs- 
berichte 1882, S. 821. 
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hierbei ist: 



In der That, bezeichnet man mit -4^"'^ diejenige Determinante, welche ans 
A^"*'^ entsteht, indem man die h^ Colonne durch die l^ ersetzt, so ist: 

A^r'^ = o,,^^"^- i^o^Ä^ir^ <-' '- - H n); 

1 

folglich ist, wie es sein muss: 

m+1 w*+l ^ l '^ 



VI m 



1 1 

Demgemäss ist in Uebereinstimraung mit dem zweiten Satze: 

In diesem Pralle kann man offenbar auch alle Unterdeterminanten des 
Systemes der A^""^^^ direct durch Determinanten des Systemes der a^ aus- 
drücken, doch erkennt man leicht, dass man hierdurch nichts Neues, son- 
dern immer nur directe Anwendungen der letzten Gleichung erhält. 

Einer gütigen Bemerkung Kronecker% verdanke ich den Hinweis 
darauf, dass die bewiesenen Sätze auch aus jener Theorie der Decomposition 
quadratischer Systeme fliessen, welche derselbe seit vielen Jahren in seinen 
Vorlesungen zur Klärung des Determinantenbegriffes angewendet und in 
den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 6. Juni 1889 veröffent- 
licht hat. Dieser Theorie zufolge sind zwei Systeme als äquivalent zu 
betrachten, welche aus einander hervorgehen, indem man irgend eine Co- 
lonne des einen Systems, mit einer Constanten mnltiplicirt, zu einer anderen 
hinzufügt. Insbesondere kann man es, indem man mtr die m ersten Co- 
lonnen zu solchen Compositionen verwendet ^ stets erzielen, dass alle die- 
jenigen Elemente des veränderten Systemes verschwinden, deren erster Index 
kleiner als m oder gleich m und deren zweiter Index grösser als der erste 
ist. Man hat zu diesem Zwecke die erste Colonne dazu zu verwenden, um 
alle Elemente der ersten Zeile vom zweiten ab zum Verschwinden zu 
bringen, die veränderte zweite Colonne, um alle J^lemente der zweiten Zeile 
vom dritten ab, u. s. f. schliesslich die i»** Colonne zu benutzen, um alle 
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gegeben, und das System von «(«+1) linearen homogenen Gleichungen: 

ist nach den «^+«+1 Unbekannten o^a und p^^^ aufzulösen. 
Bezeichnet man in den Systemen: 

(4"0 und (yj^)) (a,b=o,i, 2 ») 

die Adjuncten von a:^*^ und yf/^ resp. durch X^"^ und F^^^, so ist: 

und: 
folglich : 

wodurch die Grössen p^^^ bis auf einen willkürlichen Proportionalitätsfactor 
p bestimmt sind. Um weiter die Grössen o,^ zu berechnen, setzen wir: 

und finden hierdurch: ' 

Da aber hierin der Index b ganz willkürlich ist, so muss sein: 

y(a)y(a) X(J)X(^)-X([)X(t) / Cit-io « % 

^ " ^(a) X(^>X^^ — - — U Va, t, c = o, 1, 2, ..., «y* 

Vergleicht man diese Identität mit der Identität (Ä), so folgt, da 
X,V = X^p = ist: 

und allgemein: 

Diese Determinantengleichung, welche sich hier ergeben hat, ist nichts an- 
deres, als ein specieller Fall des Satzes (L). Man kann aus ihr durch Sum- 
mation die merkwürdige Relation ableiten: 

wobei der Index n+i durch zu ersetzen ist. 
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Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 

(Von Herrn Georg Landsberg.) 



E 



8 werde der Zähler und der Nenner des Kettenbruchs: 

Ä/4+1 



^/i+i+ — T- C*- ^ 

durch Z^„, resp. durch A^^^ bezeichnet; dann ist: 

Bekanntlich sind auf einander folgende Zähler und Nenner der Näherungs- 
brllche durch die Relationen verbunden: 

(!•) ^pfl,r-\l = gr^p\-U-\-K^p\\,r-\ (p < r-2), 

r 

(11.) Z^,Z^^.,^,.n-Zy,,^.iZ^^,,^ = /7 (— A,) (v<::r). 

Aus der Gleichung (II.) leitet man leicht durch den ßernoti/Ztschen Schluss 
die allgemeinere Relation her: 

(ip.) z,,,z.,,,,,-z,,,z,^,,, = z,,,, h i-K) c.-r^o, 

und hieraus iliesst die noch allgemeinere Gleichung: 

(111.) n (-Ä,)Z,.H,V^r4-,.-Z^-M,rZv.1. + 2/.iuVv = ^ (p < 9 <' r <c >). 

x^7f-l 

Denn zufolge der Gleichung (IP.) ist die Summe: 

^/.-M,7 /7 (-/O.Zr.i. ^ (-/0-Z,,,., TZ (-/O.Z7M- ^ (-*«) 
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in welcher ,a irgend einen Index 
schwindenden Determinante: 



p bedeutet, identisch mit der ver- 



>p 



'/'+i,p 






>r 



'ti+U 






'M9 



>r 



z. 






Die Gleichung (III.) ist eine Verallgemeinerung derjenigen Relation, welche 
Kronecker für Kettenbrtiche mit den Theilzählern —1 angegeben hat*); 
sie enthält alle früheren Relationen in sich, denn es gehen die Gleichungen 
(L), (F.), (IP.) aus ihr hervor, indem man entweder qr = r—l, » = r+l oder 
r = q+1^ p = q—1 oder bloss p = q—l setzt. 

Nach Darlegung der Fundamentalgleichung, welche für die allge- 
meinen Kettenbrüche in Geltung ist, soll die Untersuchung auf die perio- 
dischen Kettenbrüche dieser Art beschränkt werden, und zwar sollen hier- 
bei vorzugsweise die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der Con- 
vergenz und die Beziehungen, in welchen die Kettenbruchentwickelungen 
conjugirter Wurzeln quadratischer Gleichungen stehen, ermittelt werden. 
Voraus sei hierbei bemerkt, dass, wenn zwei unbestimmte Variabein y und 
f/i durch die lineare Relation: 



(!.)• 



y-=9o+-^ 



gi-\ — h 



hn^l 



___ Zny^+Zn-\hn 
NnV.+Nn^lhn 



gn~i+ 



yi 



mit einander verbunden sind, für die Umkehrung offenbar die Kettenbruch- 
entwickelung gilt: 



(2.) -y. = 



*n 



9n-l+ 



hn-] 



^ hn(Z^^l-yNn-0 
Zn—yNn 



gn-2-\ h — 



9i+^ 



9o-y 



Dabei mag in den Formeln (1.) und (2.), wie überall im Folgenden, bei 
solchen Z und N, welche nur einen Index haben, der vordere Index 
hinzugedacht werden. 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 14. Februar 1878, S. 79. 
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Da D von Null verschieden ist, so hat diese Gleichung nur dann zwei gleiche 
Wurzeln, wenn: 

D = -4i7(-A0, 

also Mi== M2 = —1 ist. Diesen Fall vorläufig ausgeschlossen, muss die 
eine Wurzel der reciproken Gleichung (8.) ihrem absoluten Betrage nach 
noth wendig kleiner, die andere grösser als 1 sein; wir dürfen daher |^ij < 1 
annehmen. 

Bricht man jetzt den Kettenbruch (3.) nach dem (iwn+r)ten Gliede 
ab (r = 1, 2, . . . , n), so berechnet man diesen Näherungsbruch, indem 
man zuerst die Transformation (6.) m-mal anwendet, sodann in die Gleichung: 

(9.) Jt-I- = C-?^f^- 

für y^ den Kettenbruch: 

9ti-\-— 1 = -lü- ('• = ^'2 n) 

einsetzt, und die entstehende lineare Gleichung nach y auflöst. Da aber 
lim M^=:0 ist, so wird bei hinreichend grossem m der Näherungsbruch von 

li beliebig wenig differiren, gleichviel welcher der n Werthe -i^ in der 

Gleichung (9.) für y^ gewählt werden möge. Die Wurzel li ist hierbei 
vollständig dadurch charakterisirt, dass sie mit der absolut kleineren Wurzel 
Ml der quadratischen Gleichung (8.) durch die Transformationsgleichung (7.) 
zusammenhängt; da aber die Gleichung (2.) nur die Umkehrung von (1.) 
war und somit bei Iteration gauz ebenso auf die Gleichung (9.) führt, so 
muss der periodische Kettenbruch: 

(10.) -- — ,--- 

IT 



1 * 

gu-h 



9n~\-i 

nothwendig gegen die negativ genommene Wurzel I2 convergiren. Fassen 
wir zusammen, so haben wir den Satz: 
Sind die Voraussetzungen erfüllt: 

a) iV„+0; b)Z)>0; c) Z) + 4 i7 (-AJ + oder A,iV,_i+Z,+0, 
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80 coneergirt der rein periodische Kellenbruch (3.) gegen diejenige Wurzel 
der qundralischen Gleichung (4.), welche mil der absolut kleineren Wurzel der 
quadratischen Gleichung (8.) durch die Gleichung (7.) zusammenhängt^ der rein 
periodische Ketlenbruch (10.) gegen die negativ genommene andere Wurzel. 

Dieser Satz erleidet jedoch eine bemerkenswertlie Ausnahme, auf 
welche Herr Thiele an dem Beispiele des sechsgliedrigen periodischen 
Kettenbrachs mit den Theilzählern A^ = 1 und den Theilnennern : 

9o =4, gf, = — 1, g2=h fl^3 = — 1, 5^4 = — 1, fl's = — 1, fl'r+G» = 9r 

hingewiesen hat*). Wenn nämlich zufällig einer der ersten n Näherungs- 
brllche --.-(r=l, 2, . . ., n) gleich der zweiten Wurzel I2 ist, so zeigt die 

Dir 

Gleichung (9.), dass alle Näherungsbrüche, deren Index mod. n dieser Zahl r 
congraent sind, ebenfalls gleich !.> sind. Es kann also in diesem Falle 
geschehen, dass ein Theil der Näherungsbrüche, deren Indices um n von ein- 
ander abstehen, durchweg gleich I2 sind, während die anderen Näherungs- 
brtiche gegen den Grenzwerth §1 convergiren^ so dass die Reihe im ge- 
wöhnlichen Sinne des Wortes nicht mehr convergent genannt werden kann. 
So convergirt die Reihe der Näherungsbrüche des Thiele^chen Kettenbruchs 
im allgemeinen gegen den Grenzwerth f ; es treten aber, wie weit man 
auch gehen möge, immer wieder Näherungsbrüche auf, deren Werth gleich 
1 ist, nämlich alle diejenigen, deren Index ^5 4 (mod, 6) ist. Ich erwähne 
in dieser Beziehung den dreigliedrigen periodischen Kettenbruch: 

14... ' 

welcher folgende Eigenschaften besitzt: Jeder Näherungsbruch, dessen Index 
=^ 1 (mod. 3) ist, ist = 1, jeder Näherungsbruch, dessen Index ^ 2 (mod. 3) 
ist, ist = 0, die Reihe der Näherungsbrüche, deren Index durch 3 theilbar 
ist, convergirt gegen den Grenzwerth 1 oder gegen den Grenzwerth 0, je 
nachdem der absolute Betrag von n grösser oder kleiner als 1 ist; wenn 

*) Beniärkiiiiiger om pcriodiske Kjädebrökers Konvergens. Zeuthens Tidsskrift, 
Ser. 4, Bd. III. Da mir diese Note nicht zugänglich wurde, so kann ich dieselbe nur 
nach dem Referate in Hand 11 (1879) des Jahrbuchs über die Fortschritte der Mathe- 
matik citireu. 

30* 
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n = — 1 i»t, 80 erhält jeder dritte Näherungsbruch den Nenner 0, wenn 
n = + 1 ist, »0 erhält jeder sechste Näherungbruch den Nenner 0, während 
jeder Näherungsbruch, dessen Index ^ 3 (mod. 6) ist, gleich ^ ist; in beiden 
Fällen tritt also Divergenz ein. 

Betrachten wir jetzt den bisher ausgeschlossenen Fall, in welchem 

a) iV,+0; b) D>0; c) Z) + 4 77 (-Ä,) = oder A,iV._,+Z, = 

x=l 

ist, so ist aus der Gleichung (9.) ersichtlich, da ^i = — 1 ist, dass die Reihe 
der NäherungsbrUche zwischen einer endlichen Anzahl verschiedener Werthe 
oscillirt, so dass von Convergenz im allgemeinen nicht die Rede ist. Dieser 
Fall gehört seiner Natur nach bereits zu dem folgenden, in welchem: 

H. iy,+ 0, Z)<[0, die Wurzeln der quadratischen Gleichung (4.) 
also imaginär angenommen werden. Die Formel (7.) zeigt nämlich, dass in 
diesem Falle |^,| = 1 ist; setzt man also M^ = e*^, so erhält man für (p = n 
den letzten Fall der vorigen Nummer. Die Gleichung (9.) zeigt, dass alsdann 

für wachsendes m die Amplitude von --^^t- um Vielfache von q) zunimmt 

Wenn daher die Discritninante der quadratischen Gleichung (4.) negativ ist, $o 
divergiren die Kettenbrüche (3.) und (10.). 

C Ist iV,#0, /> = 0, so leitet man aus den Gleichungen: 

(11.) JV,x^ + (A,iV,_.-ZOar-A,Z,_. = N,(x-^)^ 

( A,iV._,-Z, = -2a;^, 

-A,z,_, = iv,r, 

(A,iV,_, + Z,)^ = 4 77(-A,) 
fUr y und ^i leicht die Beziehungen ab: 



(12.) 



x^l 



ri3^ ]//z(-Ax) 

^ ^^ (y-l)(y.-l) = ---jv; — (y.-y) 

oder 

ri0".J - -—- = -, -----=^- = V ^r 7-7~ (« = 1.2,....«). 

Hieraus zieht man, ähnlieh wie in Nummer A. den Schluss: Wenn die 
DiBcriminante der quadratischen Gleichung (4.) verschwindet, so convergirem 
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sowohl der Kettenbruch (3.), wie der Kettenbruch (10.) gegen die Wurzel der 
Gleichung. 

D. Ist iV„ = 0, so nimmt die Gleichung (1.) folgende Gestalt an: 

oder wenn A^iV^^i — Z„ von Null verschieden ist: 

(\A\ ,; *'«^'-i__ - _ h. (^ _ __?«J?^^ Y 

Zufolge der Relation: 



-Z,iV,,, = 77(-ä0 



n— 1 

n 



ist der auftretende Factor -;-.,-- von Null und Unendlich verschieden: durch 

Iteration der Transformation (14.) erschliesst man daher, wie vorher, den Satz: 

Wenn die Gleichung (4.) linear wird, so convergirt diejenige der beiden 

Kettenbruchentwickelungen (3.) und (10.)^ für welche der absolute Betrag von 

-7-jrr — kleiner als 1 isly gegen die Wurzel der Gleichung, während die andere 

divergirt. Wenn iV^_i = und Z^ + A„iV„_i = ist, so erkennt man leicht, 
dass beide Entwickelungen divergiren. 
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Sur la dätermination des lignes dont le rapport de la 
courbure ä la torsion est une fonction donnäe de Farc. 

(Par M. Geminiano Pirondini ä Parmo.) 

Uli sait que M. Bertrand a, le premier, d^montr^ que toute ligne 
dans laquelle le rapport de la conrbure ä la torsion est constant, est nne 
h^lice. Ce th^or^me et soii r^ciproque d^finissent d'une manifere tr^s nette 
une famille de li^es. 

Dans cette note, je vais envisager la question g^n^rale, c'est-k-dire 
la d^termination des lignes dans lesqnelles le rapport de la courbure k la 
torsion est une fonction donn^e de Tarc, et je fais plusieurs applications 
aux cas particuliers les plus remarqnables. 

Lorsque k une relation ^ = f(ß)^ f(ß) ^tant une fonction donnee de 

Tarc, correspondent toutes les courbes d'une certaine famille F et seulement 
celles-ci, nous dirons que la relation susdite caracterise la famille F. 

§1- 

Soit L une ligne geod^sique de la surface d^veloppable -S" dont 
l'aretc de rebroussement est L„; d^signons par s, p, r, i Tarc, le rayon de 
courbure, le rayon de torsion et l'inclinaison de L sur les g^n^ratrices recti- 
lignes de X 

Si Ton deroule la surface -2* sur un plan, la ligne L„ se r^duit k 
une ligne plane ^„ et L k. une droite; que Ton prenne cette droite pour 
axe des ;r et sa perpendiculaire k Toriginc des arcs s pour axe des y. On a: 

__ xdy—ydx 
* ^ dy "' 

d'ailleurs, si Ton rappelle que pour toutes les g^od^siques d'une surface devc- 
loppable on a la relation: 

^ = cott. 
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on peut ^crire T^galit^: 

g ^ dx 

r "" dy 

Nous avons donc le th^orfeme: Si, relatitement ä une ligne ä double cour- 

bure L, le rapport - est une fonction donnee q)(s) de tarc s, la ligne plane 

yiiiy ä laquelle se reduit tarnte de rebroussement U) de la surface developpable 
rectißante de L, lorsque celle surface se deroule sur un plan, verifiera tequa- 
Hon differenlielle : 



,. . dx r xdy—ydx \ 

(10 -d7 = ^^--hi—> 



Que Ton sappose r^ciproquement que la ligne plane ^o soit repr^sent^e 
par r^qnation: 

et qae le plan de la ligne soit r^dait ä nne snrface developpable moyeunant 
ane suite de flexions infinitesimales autonr des tangeutes de yi^] soit L la 
ligne ä double coarbure ä laqnelle se r^dait Taxe des x. On a: 

xdy^ydx _ tp(x) . r _ jrfy _ , , 

^^'^ *-" dy ~ ^ V'(a:) ' q -^ dx -"^W, 

et si Ton d^signe par x = f(~-j la valeur de x que Ton obtient par la 
r^solution de la denxi^me ^quation (2.), on d^duit regalit^: 

(3.) . = rii)- i f Kf )]■ 

II subsiste donc le th^or^me: Si le plan d'une ligne yi„ representee par 
fequation y=^ip(^x), est reduit ä une surface developpable, moyennant une 
suite de flexions infinitesimales autour des tangentes de ^05 ^ Hgne L ä la-- 

quelle se reduit faxe des x, verifiera la relation (3.), /"( ) etant la valeur 
de X que ton derive de la deuxieme equation (2.). 

§11. 

Bleu que Ton puisse tirer parti de ce que Ton d^montrera au § IIL, 
les proprietös expos^es suffisent, k elles seules, pour la r^solution du pro- 
bl^me propose. 

A cet egard on doit remarquer que, si T^quation integrale generale 
de (1.) reprösente une suite de droites, aucune de celles-ci ne peut etre 
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la ligne plane ^o; la ligne demand^e est ordinairement Tenveloppe de ces 
droites et son 6quation est Tint^grale singulifere de (1.). 

Exemple 1". Si — = — l-b. a et b 6tant des constantes, on d^dnit 

de r^quation (1.): 

(a+y)dx = (b + x)dy, 
d'oü par Integration: 

b+x = c(a+y), 

c 6tant une constante arbitraire. 

Quelle que soit la valeur de c, T^quation que Ton vient d'^crire repr6- 
sente une droite passant par le point fixe dont les coordonn^es sont: 

X = —b, y = —a. 

La ligne plane ytu se r^duit donc ä un point et la surface d^veloppable 
^ ä un cöne. 

On ne peut pas, dans ce cas, d^montrer la propri^t^ r^ciproque par 
l'application du deuxi^me th^or^me du § I; mais il est bien facile de d^- 
montrer que pour toute g^od^sique d'un cone on a: 

tangi = ~^ + by 
d'oü Ton d^duit V^galit^: 

r a 



Donc: La relation — = — 1-6 caraclerise completement la ligne geodesique 

d'un cöne. 

On reconnait ais^ment que, dans cette ^galit^, la constante a repr^- 
sente la plus courte distance entre le sommet du cöne et la g^od^sique. 

Le th^or^me que Ton vient de d^montrer, est bien remarquable ; si 
Ton suppose a = oc^ la surface devient un cylindre et r^galit^ pr^c^dente 

revient k la suivante : — = constante, qui exprime le th^or^me bien connu 

de M. Bertrand. 

Exemple 2''. Consid^rons, avec plus de g^n^ralit^, les lignes daus 
lesquelles on a: 

(f )" = -: . 

a et m 6tant des constantes. 
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L'^quation diff^rentielle (1.) nous donne: 

_ dy _^ r dy \"*+^ 
^ dx ^ dx J "• 

dont rint^grale g^n^rale est: 

(c 6tant une constante arbitraire), tandis que Tint^grale singnli^re est: 

^m / ^ m+1 / 

Si Ton remarque que la premi^re ^quatiou repr^sente une suite de droites, 
ou conclut que la ligne plane -/i„ sera repr^sent^e par la deuxi^me ^quation. 
II faut cependant s'assurer que la propri^t^ r^ciproque a lieu; cela 
n'oflfre pas de difficult^ , puisque si dans le deuxifeme th^orfeme du § I 
on suppose: 



1 



»n+1 
m 



m + 1 

on arrive, apr^s quelques calculs, ä l'^quation: 

^ r / s 

d'oü nous sommes parti. 

On a done le th^or^me : La ligne la plus generale L pour Ictquelle est 
verißee la relation 

^ r ^ s 

entre ses rayons de conrbure et tarc, est caracterisee par la propriete que 
tairete de rebroussement U) de la detteloppable rectißante, lorsque cette 
sur face se deroule sur un plan, se reduit ä la ligne plane yt^ definie par 
tequation : 

f y Y" _ f ^ Y*^^ 

^m / ~ ^ m + 1 ^ 

et la geodesique L ä Faxe des x. 

Ce th^or^me donne une construction g^om^trique des lignes dont on 
vient de parier. 

Gas particuliers. Si Ton suppose successivement m = l, m = --2, 
1» = — ^, on aura respectivement: 

^ = ±' l. = i/Z. l.^(±)\ 

r ä' r 'a' r ^ a ^ 
Jounial far Mathematik Bd. CIX. Heft 3. 31 
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L'ar^te de rebronssement I^u de la d^veloppable rectifiante 2, apr^s le 
d^veloppement de la sarface sur an plan, devient la parabole: 

1 2 

y = 4a ^' 
ou bien la parabole: 

ou bien Thyperbole 6quilat6re: 

—ixy = ä\ 

La ligne g^od^siqne Z de ^ se r^duit respectivement ä la tangente de la 
premi^re parabole an sommet, ä Vaxe de la denxi^me parabole et k une 
des asymptotes de l'hyperbole. 

§111. 

Nous allons maintenant d^terminer les rayons de courbure et de 
torsion po? ^o de Taröte de rebronssement de la d^veloppable -S au moyen 
des rayons p, r de la g^od^sique. 

Nous nous rapportons, pour cette d^termination, ä la figure que Ton 
obtient en d^roulant 2! sur un plan; si sur ce plan le choix des axes de 
coordonn^es est fait de la mani^re que Ton vient d'indiquer au § I, les 
coordonn^es x^. y^ d'un point quelconque de la ligne ^io seront: 

a:» = « + T. cos i, ^o = T. sin i, 

T ^tant la distance entre deux points correspondants des lignes L, Uy La 
d^termination de T s'effectue d'une mani^re trfes facile, et Ton aura: 

(4.) T= ^^"* 



di 
ds 

Si donc Äo est l'arc de yl^)^ il r^sulte: 

(O.) ^;- = C08.+ ^~ 

et cons^quemment: 

. . di . di 

d'x^ __ ds dy^ __ ds _ 

'(/«y " :~~dY' ds^, ~ T^dT' 

** cosiA — , - " cost+— i— 

ds ds 

Le rayon de courbure de la ligne k double courbure />,, est aussi le rayon 
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de courbare de la ligne plane ^ui et les derni^res formales nous donnent: 



Po = 



dT , 

"i — hcost 
ds 



di 
ds 



Qaant ä la d^termination de r,„ on doit remarqner qae les normales prin- 
cipales de L sont paralleles aax binormales de L^ et par cons^qaent: 






Si Ton rappelle F^galit^ (5.), on d^dait d'ici: 

dT ^ 

+ C08t 



r„ = 



dg 



/? -ir • 



et si aux formales qae Ton vient d'^crire, on ajoate Vautre: 

on a le th^or^me: Le rayon de courbure po^ c^^^i de lorsion r,) de tarite 
de rebrouBsement U) de la developpable reclißante d'une ligne ä double cour- 
bure quelconque L, et la distance T entre deux points correspondants des 
lignes L^ et L sont donnees par les equations suieantes: 



(6.) 



pü=-- 



r|i+/r+(yy. 



ds 



r 
9 



ro = 



\^^M0-^ 



i+(|)' 



T = 



r M0 



9 



ds ^ oJ 



§iv. 

Applications des formales da § III. 

«) On peut donner une antre d^monstration du remarquable th^oröme 
du § II, en se rapportant aux Equations (6.); en effet, la condition n^cessaire 
et süffisante pour que la surface developpable 2 soit un cöne, est que la 
ligne U) se r^duise k un point, condition qui n'est autrement remplie que 
par p„ = fo = 0. 

31* 
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Or, si Ton pose pour simplifier — = ö, les formules (6.) nous donnent: 
on doit douc avoir: 

ee" = 2r. 

Si ö' = 0, öu a — = constante et la courbe est une h^lice ; ce cas peut 

6tre laiss^ de c6t^. 

Si 0* ^ 0, ou peut ^crire : 

0" _ 2ff 
6' '^ 6 ' 

ce qui donne: 

\ogff = lögÄ'-loga, 

a ^tant une constaute. On d^dait de cette ^galit^: 

dd _ ds 

d'oü par int^gration: 

c'est bien la relation qui caract^rise les g^od^siques d'nn cöne. 

ß) La condition T= constante = a, ä cause de (4.), ^quivaut ä l'autre: 

dt ds 



sint a ' 



d'oü par Integration: 



tang^f = ke"" , 
k 6tant une constante quelconque. On obtient d'ici: 

ce qui donne: La relation que ton vient dl'ecrire, caracterise la ligne ä double 
courbure ä laquelle se reduit tctsymplote d'une tractrice, moyennant une suite 
de flexiom infinitesimales du plan de cette ligne autour de ses tangentes. 

Les ^quations (7.) nous donnent: 



et paisque B, ainsi qae & et ff', sont invariables dans toote flexion de la 
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d^veloppable rectifiante conservant les g^n^ratrices rectilignes, ob peut dire: 
Le rapport du rayon de lorsion dCune ligne quelconque au rayon de torsion 
correspondant de farete de rebroussement de la sur face rectifiante est invarid^ble 
pendant taute flexion de cette surface effectuee de maniäre ä conserver les 
generatrices rectilignes. 

Si Ton cherche les lignes pour lesqnelles le rapport - est une 

constante k, oii doit integrer T^quation diff^rentielle: 

(2~&)r = 00' \ 
Si 0' ^ 0, ce que Ton peut bien supposer, il viendra: 

(2-*) ^ = ^, 

d'oü par Integration: 

ff = rnff^-^ 

m 6tant une constante. Cela pos6, il y aara deux cas ä consid^rer. 
r. Soit * ^ 1. En 6crivant: 

ff-\d0 = m.ds, 

une nottvelle int^gration nons donne: 

a ^ 

a et h ^tant des constantes arbitraires. 

On peut toujours supposer A = 0, par un choix couvenable de Torigine 

de Tarc s; en rappelant de plus que ö = — , on peut ^erire: 

ar = V 

Si Ton compare cette ^quation ä celle que Ton a obtenue ä Texemple 11". 
da § II, on aura le th^or^me: 

Les lignes pour lesquelles la relation a Heu: 

^ r ^ s 

(lignes que Ton a d^termin^es au § II) sont caractMsSes par la proprio 

que le rapport -^ de leur lorsion ä celle de tarete de rebroussement de la 

def>eloppable rectifiante est une constante k; cette constante est definie par 
fegalite k = 1 + m. 
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11". Sait & = 1. L'^quation ä integrer devient; 

ff = m0, 
d'oü: 

n ^tant une constante; od aura donc dans ce cas: 



r = n.e"". 



c'est-ä-dire: 

-/ = ii.e ^ . 
Cette 6qaation a pour integrale g^n^rale: 

qai repr^sente ane suite de droites; celles-ci enveloppent la ligne re- 
pr^sent^e par l'int^grale singuli^re, que Ton obtient par r^limination de 

-^ entre les deux ^quations saivantes: 

Et puisqne cette Elimination nous donne: 

on anra le th^or^me: La ligne ä double courbure ä laquelle se reduit Casymptote 

de la ligne logarithmique y -= — e"**"*, par des flexions infinitesimales du plan 

de la ligne autour de ses tangentes^ est la seule dont le rayon de torsion sott 
egal au rayon de torsion de tarete de rebroussement de la developpable recti- 
ßante. Une teile ligne est aussi caracterisee par la relation: 

- - = n.c*"*. 

Cas particaliers. Si, conform^ment anx cas particnliers du § II, 
nous faisons successivement m = 1, m = — 2, w = — i, on aura respectivement : 

Donc: Les lignes ä double courbure auxqueUes se reduit la tangeiUe 
ä une parabole au sommet, faxe d^une parabole et une des asymptotes dl^une 
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hyperbole equilatdre moyennant une suite de flexions infinitesimales du plan 
de ces coniques aulour de leurs tangentes^ sont caracterisies par la propriete 

que le rapport -^ de la torsion de la ligne ä celle de tar&te de rebrousse-- 

ment de leur developpable rectifiante est respecHvement egal ä 2, — 1, ^. 

§ V. 

Si Ton rappelle la formale (4.) et Tautre tangt = — , T^galit^ (5.) 
et la premi^re des relations (6.) nous donneront: 

^ Y Ä V . . dH „ Y * V • • rf'» 



(1) (4) 

Ces formales peavent s'appliqaer aassi lorsqae la developpable rectifiante 
de la ligne a ^t^ d^roal^e sar an plan; on pent donc r^sondre le probl^me 
de d^terminer la ligne plane envelopp^e par nne droite mobile tonrnant 
antoar d'uu de ses points, pendant qae celai-ci se d^place sar ane 
droite donn^e. 

En effet, si Ton snppose: 

• = fw, 

f(s) 6tant ane fonctiou donn^e de s, on anra: 





■■J (i-y " 


c'est-ä-dire: 




(8.) 


«0 - ~- i-/ co&f(s).d8+k. 




dt 



k 6tant ane constante arbitraire. 

Qae Ton snppose d'obtenir, par la r^solntion de (8.) par rapport ä si 

il r^snltera alors: 

2co8^(-f)-sinr.^( 

Co -- I - (JL)' 

^ ds y i.=*K) 
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c'est-k-dire: 

(9.) ^ ± = j[^.rfi . 

On a donc le th^or^me: La courbe enveloppee par une droite mobile 
qui tonme autour dun de ses points, aeec la eitesse t?^^ pendant que le point 
se meut sur une droite fixe D avec la vitesse «,^ est representee en coor- 
donnees intrinsdques Qo, s^ par tSquation (9.), ^(^o) etant la fonction que ton 
obtient par la resolulion de tequation (8.) par rapport ä s. 

Dans ces relations s represente la distance entre un point fixe de D 
et le point oü D est renconlree par la droite mobile, et la fonction f(s) est 
liee aux vitesses Vr, f>t por ^ relation: 

df(s) Vr 

ds Vf 

Pour voir quelle est la position de la droite D par rapport ä Venveloppe 
jio de la droite mobile, od doit remarquer que cette droite, dans le moavement, 
vient ä colncider avec D; si Ton suppose t = et si Ton d^signe par Si 
une Solution de l'^quation: 

A« = 0, 
l'^qaation (8.) noas donne: 

(«u).=., = ö = 1 -^+y C08/'(«).rf»+ k 




r=«, 



Cette ^galit^ nous offre la valeur a de Tarc So de la ligne y/g correspondant 
ä un point dans lequel la tangente col'ncide avec la droite fixe D. H y a 
autant de ces points particuliers que Tequation f(s) = a de Solutions reelles. 

Le th^or^me que Ton vient de d^montrer, peut servir aussi pour la 
r^solution des probl^mes dont il s'agit dans cette note. 

Exemples, a) Si Ton suppose: 

Vr 1 



a ' 



a ^tant une constante, on aura: 

b ^tant une constante que Ton peut supposer = 0, sans perdre de g^n^ralit^. 
La relation (8.) nous donne: 

«0 = 2a. sin (-^), 
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« = a.arcsin, „ 

2a 



d'oü: 

et r^quation (9.) devient: 

Po = Ha^sl] 
OD reconnatt ici r^qaation d'une cyclofde doiit le cercle g^n^rateur a le 

rayon ^• 

L'^quation /•(«) = a pour Solution: 

« = «1 = 0, 

et r^quation qui exprime «o dous doime: 

«ü = 0. 

La droite D est donc tangente de la courbe ^„ ä Torigine des arcs «o; in^iB 
on reconnatt ais^ment que cette origine est le sommet de la cyclol'de, puisqne 
pour «„ = on a : 

Po = 2a. 

Donc : La ligne eneeloppee par une droite tournant avlour (Tun de ses points, 
tandis que celui-ci se deplace sur une droite fixe D, avec la condition que 
le rapport de la mtesse de translation ä celle de rotation soit une constante a, 
est une cycloide engendree par un cercle donl le rayon est ^a; la droite D 
est la tangente au sommet de la ligne. 
Si Ton remarque que: 

^ == coti = cot^(«) = cot(— ), 

on a le tb^or^me: La ligne ä double courbure ä laquelle se reduit la tangente 
au sommet dfune cycloide, par une suile de flexions infinitesimales du plan de 

cette courbe aulour de ses tangentes^ est caracterisee par la relation — = cotf -J- 

ß) Si Ton prend: 

t = /^(«) = arcco8(^), 

la formule (8.) nous donne: 

m ^tant une constante: on en d^duit: 



s = 1^1 a(«„+m) = y(«o), 
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m 

et par application de la formale (9.): 



Pü = -y2m(3a-2m)+2(3a-4m>o~4#^ 
Si Ton Buppose 3a--4m = 0, ce qai ne fait pas perdre la g^n^ralit^, on obtient: 

On reconnatt d'ici que la ligne y/y envelopp^e par la droite mobile, est une 
hypocycloide dans laqnelle le cercle fixe et le mobile ont respectivement pour 

3a 
rayon a, -g-- 

L'^quation f(s) = 0, qui devient dans ce cas : 

arcco8(— ) = 0, 

a ponr Solution: 

8 = 8i = a, 
ce qai nous donne: 

8a = -j- et cons^quemment po = 0. 

La droite D est donc une des tangentes de rebroussement de l'enveloppe. 
Cons^qnemment: La ligne enveloppee par une droite lournanl autour dfun de 
8e8 point8j tandis que celui-ci se deplace 8ur une droite fixe D, 8uivant la 

loi exprimee par tegalite i^ arccosy — J, est une hypocycloide dans laquelle 

le cercle fixe posstde le rayon a et le cercle mobile le rayon —^ ; la droite D est 

une des tangentes de rebroussement de t hypocycloide. 
Si Ton remarque que dans ce cas on a: 

Q .. s 

^ = coti = 



on peut ^noncer le th^or^me : La ligne ä double courbure ä laquelle se reduit 

une des tangentes de rebroussement d^une hypocycloide, dans laquelle le rayon 

3a 
du cercle fixe est a et celui du cercle mobile est —^ , par une suite de flexions 

infinitesimales du plan de celte courbe autour de ses tangentes, est caracterisee 
par la relation: 
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§VL 
L'^qaation (ö.) maltipli^e par ds et iut^gr^e donne: 

(10.) *„ = ft+ f-=£==- + T, 

k ^tant ane coDStante quelconqae et T ^tant donn^ par la troisi^me des 
^qaations (6.). Snpposons que Ton ait d^termin^ nne famille de lignes k 
double conrbnre L^i d^finies par ane relation: 

y(*ü) Po? ^07 Po? W,, . . .) = 

entre l'arc, les rayons de courbure et de torsion et lears d^riv^es successives 
par rapport ä Tarc. 

Les ^quations (6.), (10.) nons fönt connattre ane aatre famille compl&te 
de lignes d^finies par ane aatre relation, qae Ton obtient ais^ment de la 
pr^c^dente. 

Exemples. Si Ton pose la condition: 

Po 

a itSLUt ane constante, les ^qaations (6.) donnent: 

(11.) «y-^+7>- = ^ -^^^t^^gC^); 

r^ciproqaement cette derni^re relation condait ä la premi^re. 

Donc: La relation (11.) caraclerise les lignes geodesiques dune sfirface 
developpable dont tarete de rebroussement est une helice quelconque, 

Si Ton sappose qae poar la ligne Lo une ^qnation de la forme (IL) 
soit verifi^e, on aara pour la ligne L: 

et r^ciproqaement. Donc: La relation que Ion vient decrire caraclerise les 
geodesiques de la surface developpable^ dont tarete de rebroussement est une 
geodesique quelconque dune autre developpable^ dont larete de rebroussement 
est une helice arbitraire. 
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Posons la condition: 

(»0 _ «o 



''o ö ' 



a ^tant nne constante; le proc^d^ qne Ton vient d'exposer nous donne poor 
la ligne L\ 








Donc: La relation que ton vient d'ecrire caraclerise les lignes geodesiques (fune 
sur face developpable ^ dont farete de rebroussement est une ligne geodestque 
ftun cdne quelconque. 

Ces exemples Buffisent pour d^montrer que, dans certains cas, on peat 
d^terminer des familles de lignes caract^ris^es par une relation entre les 
rayons de courbure et de torsion et lenrs d^riv^es par rapport ä l'arc. 



§VII. 

Les relations que Ton a d^termin^es au § VI sont v^rifi^es pour toates 
les geodesiques de certaines surfaces d^veloppables. Mais il peut arriver qn'ane 
relation particuli^re ne soit v^rifiee que pour certaines geodesiques d'ane 
developpable ; cela a lieu, par exemple, en plusieurs cas consideres aox 
§§ II, IV, V, On peut alors se proposer de determiner la relation plus 
generale qui caracterise toute autre geodesique de la m^me surface deve- 
loppable. 

Soit L une geodesique de la developpable -S, caracterisee par la 
relation 

et soit Li une autre geodesique quelconque de -2'; designons par *i, pi, rj, 
ti l'arc, les rayons de courbure et de torsion de Li et l'inclinaison de cette 
ligne sur les geueratrices rectilignes de X Si a est Tangle forme par les 
geodesiques Li, L^ on a: 

COtt = COt(f,— «) = -^ -^.— 
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et cous^qaemment : 



(12.) 



sma-f —-cos« 



(» _ ^ 



cosa— — -sma 
r. 



Allons d^terminer la relation entre «i et s. Que Ton d^roule la surface S 
sur an plan et que Ton prenne deux syst&mes d'axes de coordonn^es o(x, y)^ 
öi(xi,yi) eboisis, par rapport aux lignes L, Li, de la mani^re que Ton a 
indiqn^e an § I. 

Entre les coordonn^es x, y et les autres a?i, yi d'un point quelcon- 
que de la ligne plane y/o, ä laquelle se r^duit Tarnte de rebroussement de 
2, ont lieu les ^galit^s: 

x^ = «i+iTCOsa— ysincf^ ^i = n+x^ina+yco^a^ 

m, n ^tant les coordonn^es de Oi (origine des arcs Si de L^) par rapport 
au Systeme o(x,y). Par cons^quent: 

dx 

, 5 + Cm sin a— neos«) — i [-(»»cosa+wsino) 



dy. dx . 

* .— sma + cosa 



et si Ton se rappelle que: 



dx Q . . 

-dy = r = ^«' 



il vient: 



x-Qv __ mcosa-}-«8ina-f-5+(msina— wc08a)(y)(«) 

^ '^ * ~" cosa+<jp(*)-sina 

Si la r^solution de cette ^quation par rapport ä s nous donne: 
r^quation (12.) devient: 

8ina+-— cosa 
COS« — ^sina 

d'oü Ton d6rive: 

^ '"^ r, «/^-[/(Äjjsina+cosa 

On a donc le tb^or^me: Si, relalivemenl ä une ligne ä double courbure L, 
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une relation — = (p(s) est verißee, pour toule autre geodesiqüe Li de la sur- 

face developpable rectifiante de L sera eerifiee tautre relation (14.), f(s^ elant 
la fonction de Si que ton obtient en resohant par rapport ä s tequation (13.)- 

Si a = Y 1 m = « = 0, les ^qnations (13.), (14.) deviennent: 

(13'.) »• = :^5 (l^'O <?[/•(«.)] = -^- 

Exemples. Si Ton suppose: 

le th^orfeme que Ton vient de d^montrer, et les formales (13'.), (14'.) nous 
donneront: 

Cela est bien naturel, d'apr&s ce que noas avons obtena aux deux premiers 
cas du § II. 

Si 7- = <P(0 = (-^): on a: 

relation qui est de la mgme forme que celle d'oü noas sommes parti. Cela 
s'expliqae ais^ment, en se rappelant ce qae Ton a obtena aa § II. 

Lorsqae -^ = ~ , la relation (13.) noas foarnit: 

s = f{Si) 

= ^{(«1— »i)cosa— «8ina±>^[(«i— »i)c08a~ifsiua]^+4a[(«i— m)8in«+«cos«^^ 
et la relation (14.): 

f<c.\ ft __ 2acosa— {(«j— m)cosa— wsma±}/|(«, — w)cosa — wsina]^4- 4fl[(Ä,--iii)8ina-h«c(>sft](siua 
''i 2asina+ 1(*, — w)cosa— wsinaii Vi(Ä, — //«)cosa~-f<sina]* + 4a[(Ä, — iÄ)sino+«cosä]! cosä 

Pareillement, si ^ =(-- j , Tequation (13.) donne: 

_ p/ \ __ a'+a|/a'--4{(«, — m)sina-T-wcos«|j(.«, — w)cosa— nsina{ 
~ ' ^ *^ 2|(«, — - w)siii ff + w cos a j 

et r^quation (14.): 

/Iß \ 9\ ^ W:\l\'^'^-'mi^y — ''0**J^^ + ''cosff][(5, — m)cosa — wslna](\:osa— 4J(ä, — f/i)sina4-iicosa|'sina 
''« |oH ) a*'-4i(«, — f/j)sinff + wcosa][(.^i— w)c08ff— wsiiia]|"^«inff+4|(,'», — m)sina+iicoso|'cosa 
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Od a donc le th^or^me: La ligne ä double courbure ä laqueUe se reduit une 
droite quelconque placke sur le plan ftune parabole ou d'^une hyperbole equi- 
latäre^ moyennant une suite de ßexions infinitesimales du plan de ces coniques 
ttutour de leurs tangentes^ est caractärisee respectivement par les relations 
(15.), (16.). 

§ VIII. 

Soient L(Q,r), Li(fi,,ri) denx lignes g^od^siqnea paralleles d'ane 
mSrne sarface döveloppable S, i rinclinaison de ces lignes sor les g^n^- 
ratrices rectilignes et k lenr distance g^od^sique constante. Si A et ^, 
sont denx points correspondants des lignes L et I.,, on a: 

k 



AA, = 



smt ' 



par cons^quent, si Ton d^signe par (cosa, cos/?, cosy), (cos/, cosiw, cos«) 
les Cosinus directenrs de la tangente et de la binormale de L, et si Ton 

remarque que coti=— , les coordonn6es Xi, yi, «i de A^ sont li^es aux 

coordonn^es x, j^^ ;5 de ^ par les relations: 

ajj = x+a(cos/+— cos«), etc. 

Seit iS la d^veloppable osculatrice de L, iSi une d^veloppable parallele ä 
S, yi la ligne de Si qui correspond ä la ligne L de iS et y/i (pi, r,) Farfete 
de rebroussement de Si. 

Si Ton remarque que les coordonn6es d'un point quelconque de 
yl sont: 

| = a:+Acos/, i7 = y+Acosjw, ^ = a + &cosit, 

k ^tant la distance constante entre les surfaces paralleles S, S^^ on trouve 
que les coordonn^es d'un point quelconque de la surface S^ sont exprim^s 
par les formules: 

X = ^ + vco^a = x+AcosZ+t'COsa, etc. 

r ^tant les distances compt^es sur les g^n^ratrices de Si ä partir de y/. 
Au moyen de ces formules, et par un calcul bien connu, on trouve 

r 

pour expression de la distance entre les couples de points correspondants 
des deux lignes yt ^i A^\ cons^quemment les coordonn^es li, i/i, X>\ d'un 
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point quelcouque de ^i sont exprim^es de la mani^re suivante: 

^1 = x+k(coBl— — co%aj etc. 

Ces formnies nons apprennent qne les lignes Lj^ y/^ coYncident 

On a donc le th^or^me: Si ton construil une mite de deeeloppablet 
paralleles ä une deeeloppable donnee S: 

V. les aretes de rebroussement de ces surfaces sont placees sur une mSme 

surface deeeloppable 2!; 
2^. ces aretes de rebroussement formenl, sur la developpable 2, une suUe 

de geodesiques paralleles; 
3". la distance geodesique entre deux de ces lignes est egale ä la distance 

entre les deux deeeloppables paralldles correspondanles ; 
4''. la surface 2 est la developpable rectißante de tarete de rebrousge- 
ment de S. 

Les ^qnations (7.) penvent s'appliqner k la d^termination du rayon 
de conrbnre Qi et dn rayon de torsion ri de Li, au moyen des qaantit6ft 
analognes relatives ä la ligne L. 

En effet, dans ce cas nons avons: 

r r 

(17.) -- = --i- ; 

si donc on d^signe par le rapport — et par 0^ Tautre rapport -^-^, lea 
^qnations (7.) nous donnent: 

d'oü Ton d^rive: 

(18.) n^=r'' 



ds^ ds 

La relation entre l'arc Si de Lj et Tarc « de L est donnee par I'^qnation (13.), 
ponrvu qne Ton y fasse: 

On a donc: 

8, = s—k—: 

et si Ton fait usage de cette ^galit^, les ^quations (17.), (18.) nous donnent 
Qi et fi. 

II subsiste donc le th^or^me: Larete de rebroussement Lj de la 
developpable Si parallele ä une developpable quelconque S dont tarite de 
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rebroussement est L, est une geodesique de la deeeloppable rectifiante de L; 
les lignes L et Li sont geodesiquemenl parcUleles, et la distance geoderique 
constante entre ces lignes est egale ä la distance des surfaces par (Males S, Si. 
Les formules qui lient les elements geometriques de Li aux elements de L sont 
les suivantes: 

Ces formales servent ä la d^termination de la ligne Li anssitöt qae Ton connatt 
la ligne L. 

Application. La ligne Li est ^gale ä L lorsque: 

t(i) = ö' 

cette condition ^quivaut k l'aatre: 

- = constante. 

r 

La ligne Lj est semblable ä L lorsque: 

a ^tant une constante; on a d'ici: 

- = -, -Ä+const., 

ce qui d^montre que L est une g^od^sique d'un cöne. 

Donc : Celles d^ entre les surfaces developpables dont Carete de rebrousse- 
ment est une helice cylindrique ou une geodesique d*un cöne, sont caracterisees 
par la propriete que les aretes de rebroussement des surfaces developpables 
paraUdes sont des lignes respectivement egales ou semblables. 

ün peut encore ^noncer la propri^t^ suivante: Le cylindre et le cöne 
sont les surfaces developpables caracterisees par la propriete que les geodesiques 
paralleles sont des lignes egales ou semblables, 

Les formules (19.) supposent que la ligne L ne soit pas un point; 
on doit donc consid^rer ä part ce cas exceptionnel. 

Si L se r^duit k un point k Tintini, la surface S est un cylindre et 
la surface Si Test aussi; les sections droites de ces cylindres sont deux 
lignes planes paralleles. 

Soit iS un cöne dont le sommet est k Torigine des axes de coordonn^es; 
si Von d^signe par (cosa^ cos/:?, cosy), (cos/, cosi», cosn), (cosA, cos^^, cosv) 
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les Cosinus directeors des g^n^ratrices rectilignes, des normales k la 
snrface du cöne et des droites perpendicnlaires aux plans d^termin^s par 
les couples des droites pr^c^dentes, la ligne Li est repr^sent^e par lea 
^qnations : 

Xi = Aicos/— (--) cos« etc., 



(— ) ^tant ce que devient le rapport -^-, relatif ä la ligne L, lorsque cette 

ligne se r^duit k an point. 

Que Ton coupe le cöne iS par une Sphäre de rayon 1 dont le centre 
est au sommet, et soit y/ la ligne spb^rique que Ton obtient. L'angle in- 
finitesimal de deux g^n^ratrices du cöne est mesur^ par l'arc infinitesimal 
da de yl, et Tangle infinitesimal de deux plans tangents cons^cutifs de la 

surface conique est mesur^ par Tangle de contingence g^odesique -^- de ^. 

On a donc: 

Les formales pr^cedentes devieunent alors: 

Xi = &(cos/~-^--co8aJ etc., 
et si Ton remarque que: 

dcosa , (/cos/ cosi 

— j- = cosi; — -j — = — 5 — etc., 
da ' da Rg ' 

on aura: 

da - '^^rJ' 
relation qui, par application des formules: 

ds. , ds, da 

donne : i 

(20.) C.= -&-,^(^); r,^-*fl,-,t-(^); ''«. = -*K^K 

Donc: Pour tar&le de rebroussement de la developpable parallele ä un cöne 
non circulaire onl Heu les formules (20.), a et Hy etanl tarc et le rayon de 
courbure geodesique de la ligne A que ton obtient en coupant le cöne par 
une Sphäre de rayon 1 dont le centre est au sommeL 
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Les ^qnations (20.) sont celles que Ton doit mettre ä la place des 
relationB (19.), lorsque la ligne L se r^duit ä an point. 

Si iS est nn c6ne circulaire, R^ est constant et les formules (20.) nous 
donnent: 

*i = Pi = n = 0; 

cela est bien naturel, paisque dans ce cas la snrface parallele an cöne est 
un autre cone circulaire. 

Si dans les ^quations: 

a-j = Ä^cos/— ^- cos«) etc. 

on snppose que A- soit une variable ind^pendante de o, on obtient les coor- 
donn^es d'un point qaelconqne d'une certaine snrface s, ponr laqnelle on a: 

Si Ton d^signe par p^t le rayon de conrbnre g^od^siqne des lignes k = const. 
et par p, celni des lignes t = const, trajectoires orthogonales des k = const., 
on a: 

9k ]^EG-F^ ' <5ä da ^^j^E^' 

Qf ~ iEG—f^ ' da \ ^E ^ 

La snrface h contient donc denx syst^mes de g^odc^-siques orthogonales, et 
cons^qnemment eile est d^veloppable. 

Si Ton remarque qne les cosinns directenrs cosa^, cos/:?^^ cosy^ de 
la tangente ä la ligne a = const. sont donn^s par les ^galit^s: 

r. cosl— ,-- cosa 

1 ox H^ , 

COS«- ^ - ■ . -^/ = — - - etc., 

on d^dttit qne, snr la snrface s^ les lignes a = const. sont les g^n^ratrices 
rectilignes; et pnisqu'il r^snlte: 

^1 =- yi = «1 = 0, 

lorsqne la variable k rcQoit la valenr 0, la snrface s est nn cöne dont le 
Bommet est k Torigine des axes. 

Les lignes k = const. sont donc des g^od^siqnes paralleles d'nne 
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surface couiqae; les formales (20.) nous donnent en effet: 

r, k ' 

a ^tant une constante arbitraire; c'est, comme Ton sait, la relation caract^- 
ristique de la g^od^sique d'un c6ne. 

NoQB nous proposons de d^terminer la position r^ciproque du cöne 
donn^ C et du cöne C^, lieu des lignes ft=3Const. 

Que Ton coupe ces cönes par une sphfere de rayon 1 dont le centre 
est an sommet des cönes; soient y/ et yi^ les lignes sph6riques obtennes. 

La relation: 

-^'cosa^cosÄ = 0, 

que Ton peut d^river des ^galit^s pr6c^dentes, nous apprend que les g^n^- 

ratrices du cöne C^ sont dans les plans normaux de la ligne sph^rique ^. 

Si Ton d^signe par e l'angle form^ par les g^n^ratrices correspondante8 

des cönes C, Ci, on a: 

1 

C0S6 = -ZcoscfoCOSa = r =^^ 1 

d'oü: 

tangf = -fl^. 

Cette ^galit^ d^montre que la ligne y/i est la d^velopp^e sph^rique de y/. 

On a donc le th^or^me g^n^ral suivant: Si ton conslruit une suite 
de developpables paralleles a un cöne donne C: 

V\ les aretes de rebroussement de ces deeeloppables sont sur un aulre 

cöne C, dont le sommet est au sommet du cöne C; 
2\ ces aretes de rebroussement sont des lignes geodesiques paralleles du 

cöne C^; 
3". la ligne, suivant laquelle le cöne C est coupe par une sph^e dont le 

centre est au sommet^ est la developpee spherique de la ligne, suivant 

laquelle le cöne C, est coupe par la mime sph^e. 
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(1.) 









^1 ' ***' ÖÄ^'öa;*...ÖÄ;/ 

gebracht, und sind Fj, F2, ..., F„, ganze Functionen der eingeschlossenen 
Grössen, so nennt man dieses System ein algebraisches partielles Differential' 
gleichungsystem. 

Man sieht leicht, dass man durch Vermehrung der abhängigen Variabein, 
also auch der Anzahl der Gleichungen des Systems die Ordnung der partiellen 
Differentialquotienten der abhängigen Veränderlichen erniedrigen kann; denn 
greift man eine dieser Variabein u^ heraus, und sei die höchste Ordnung 
der in dem Systeme vorkommenden partiellen Differential quotienten von u^ 
die Ate, so führe man fttr alle partiellen Differentialquotienten (A— l)ter Ordnung 
von fi« neue abhängige Variable t?i, t?,, ... ein , und man wird wieder ein 
simultanes partielles Differentialgleichungsystem erhalten, und zwar mit mehr 
abhängigen Variabein, von denen jedoch die neu substituirten nur partielle 
Differentialquotienten erster Ordnung einfuhren, während die partiellen 
Differentialquotienten von w« sich bis zur (A--l)ten Ordnung erheben. Sub- 
stituirt man nun für die partiellen Differentialquotienten (A— 2)ter Ordnung von 
IIa wieder neue Variable, u. s. f., und führt eben diese Reduction der Reihe nach 
fUr alle abhängigen Variabein durch, so ergiebt sich ein simultanes partielles 
Differentialgleichungsystem, welches für keine der abhängigen Variabein 
partielle Differentialquotienten von höherer Ordnung als der ersten enthalten 
wird, und es folgt somit, dass jedes simultane partielle Differentialgleichungsystem 
durch Einführung neuer abhängiger Variabein in ein anderes verwandelt werden 
kann, welches nur partielle Differentialquotienten erster Ordnung enthält, und 
das wir ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung nennen wollen. 

Sei nun ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung 
vorgelegt 

fTä ä « u —'- -^ ^"'"^ ^^"l = 



(2.) 



aa, ' ••■' Öv' ' öa, ' •••' Ös^ 



F Ta a « « -^'^ -^ -^ --^') = 



worin F,, . . ., F^ ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen bedeuten, 
und werde angenommen, dass von den Functionaldeterminanten 
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und ta der Reihe nach die N Lösungen der in bekannter Weise stets her- 
stellbaren Gleichung Nten Grades 

darstellt^ wobei Gi, . . ., G„, als ganze Functionen (N—l)ten Grades in Bezug 
auf t^ betrachtet werden dürfen. Zerlegt man ferner das Polynom der Gleichung 
(7.) in seine mit Adjungirung der Grössen 



algebraisch irreductibeln Factoren 

U ^«1, . . ., Zu, «i, . . 



du. 



du. 



du 



m 



9z, ' ' * '' dift 



ÖS. 



ds.. 



(8.) , 



u 



viy 






fl 






du 



fii 



"" ÖS, ' 



- dz, ' • 
' "ÖS, ' • 



') 

t)... 



•. ««, 



du. 



du 



m 



dz. 



• • • * 



ÖS. 



' • • V *y ? 



«0 kann man das vorgelegte partielle Differentialgleichungsyslem durch die N 
dem gegebenen völlig äquivalenten Systeme 



(9.) 



Sgx 



(«1, 



• '7 *^J **i> 



* • M *'m 



öll, 



dti 



m 



du. 



5 • • • ! 'jlf J 



ö«. 



öu,. 






ogx 



(«1, 



du 



• • ? ^/i J ^n • • '1 ^m5 



m 



ö/,; 



du. 



ÖS, ' •••' ÖS, 



1 • • • ? *^P/ 



9m^ 



ersetzen, in welchem gx, gi^y ..., gi^,, ganze Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten, l die Werthe 1, 2, ..., a annimmt und t^^ der Reihe nach 
alle Lösungen der in t mit Adjungirung der Grössen (a.) irreductibeln Gleichung 

r\(\\ ( ^"' ^^"^ A _- A 

darstellt. 

Wir werden die Form (6.) die Weierstra^s^aüiQ Normal form der partiellen 
Differentialgleichungsysteme und das System nach der Zahl m der abhängigen 
Variabein ein partielles Differentialgleichungsystem mter Klasse nennen. 
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2. Definition und Existenzbeweis der Integrale von partiellen Differentialgleichungsystemeu 

beliebiger Klasse. 

ht ein beliebiges partielles DifferenticUgleichnngsystem erster Ordnung 
und mter Klasse vorgelegt 

p ( ^"> ^i ^'lü* _^"ji* ^ — 

1 r^ 1 r* 



(11.) 



du. 



(12.) 



F fa SU « '^"i- -^-'- -^?^"- ^^"l = 

in welchem F,, . . ., F« beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen 6e- 
deuten, und seien für einen Werth ä, = ai die Werthe von Wi, «2, . . ., %„ als 
willkürliche, aber bestimmte Functionen von «2, ^3, • . -^ ^u «« ^^ Form 

(Oa. = ym(«2, «3, • • •, O 

gegeben, so soll gezeigt werden, dass, wenn az, a^, . , ., a^ irgend ein Werthe^ 
System von Zi, z^, • . ., z^, bedeutet, von der Eigenschaft, dass 

1) die Functionen (pi, (pi, ..., <p,„ in der Umgebung dieses Werthe- 
Systems nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 

«2— «2? *3~"Ö3, . . ., z^—a^ 
entwickelbar sind, 

2) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (ll-) in der 
Umgebung der Anfangswerthe 

Z\ ^— öj ^ Z2 — - Ö27 " • •? 

Wa. a^ = yi(»2, .-.1 ö^) = 6,, . . ., («J«, = 9>m(a2, ..., ö^) = *. 



«^ = ö^. 



m* 



(13.)! i^-) = (^2i-%— .J--h =6«„ 

tfiiflf diieff (/fß Gleichungen 

1 1 1 «1, . . . , a^ ^ Ol, . . . , o„,, \~3» / ' ^1^' • • • ' V" > • • • ' \S^)^ "•• 1 • • • 1 ^m^ I ^^ 



f du 



(14.) 



0, 



' 34 
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befriedigenden endlichen Werthesgstems 

nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 



• • • • 



/du 






'ml 



s,— a 



«n.-*m, 



d» 



a». 



'--ftn, 



du 



• • • 



^-6.., 



du 



as^ "•'' 



as 



"• -6 



a« 



m 



//il) 



ÖÄ, 



-6 



m^ 



entwickelbar sind, endlich 

3) (/te Functionaldeterminante 



(16.) Z) = 



dF, 


afv 
a», 


öF, 


a», 


• • • 

ÖF,„ 


ÖS, 



dF. 



as. 
aF. 



äs 

dF, 



ai 



a 



dz. 



öf« 



aF, 



f/t 



ÖM, 






9s, 

für die Anfangswerthe (13.) iiwrf (15.) von Null verschieden ist, 

die partiellen Differentialgleichungen (11.) ein Integralsystem Ui, Uo, ,.., u^ 
besitzen, welches in der Umgebung von «i = a,^ «2 = «2^ •••, *^ = O/i «öcä 
ganzen, positiven, steigenden Potenzen von «i— »i, «2—02, •••^ ^.«""^i" /br/- 
schreitende Entwickelungen, also den Charakter ganzer Functionen besitzt und 
für Zi = Ol die willkürlich festgesetzten Functionalwerthe (12.) aller übrigen 
Variabein annimmt. 

Ist das partielle Differentialgleichungsystem (11.) ein algebraisches y so 
sagen die angegebenen Bedingungen für das dann immer herstellbare Weier- 
strass'sche Normalsystem aus, dass die Gleichung (7.) für die Anfangswerthe 



a 



if 



7 «A/^ 



Öj, • • .7 Uf,^, Ö127 • • «7 ^r/i2 7 



•? 



üi^, . . ., o 



m/i 



eine endliche und einfache Lösung r^ für t liefert. 

Zunächst ist aus der Bedingung 3) des eben ausgesprochenen Satzes 

unmittelbar ersichtlich*), dass -^ — , •••, -^ in der Umgebung der An- 



*) Nach dem bekannten Satze, dass, wenn in n Gleichungen 



Fn(v,, üj, ..., Vy, t(?„ t(?„ ..., fr») = 
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und neue abhängige Variable durch die Beziehungen 

(19.) 

ein, und es ist dann unmittelbar ersichtlich, dass einerseits der Werthereihe 
(13.) für die neuen Variabein und deren Ableitungen die NuUwerthe aller 
dieser Grössen entsprechen, andererseits das Diiferentialgleichungsystem (17.) 
die Form annehmen wird 



(20.) 



f ^"' - r(z 

• 


• • •» Z^, L/i, 


• • »1 ^no ß^ 1 • • M 

du, eiL 




dV,„ „ (f 


• . ., £d^^ 1/1, 


u ^^^ 

öz^^' •••' ÖZ, ' 





worin Ai , . . . , A^ ^fac/a« rt nsche Reihen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, welche innerhalb bestimmter, um die Nullpunkte der entsprechenden 
Grössen gelegter Kreise convergiren, und es wäre zu zeigen, dass stets ein 
und nur ein Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems (20.) 
existirt, dessen Elemente nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 
Z„ Z2, ..., Z^ entwickelbar sind und für Zi = die Werthe 

(£^i)zr-=n= Vi — Ai— 612Z2 6i^Z^=*i(Z., Zi^ ..., Z^), 



(21.) 



(£/'Jz,=:.l = 9';„-Am— 6m2Z-. 6,«^Z^ = *m(Z2, Z3, ..., Z^) 



tr 



wird, wenn wir in der ersten Gleichung ir, als Function von tr^, ..., tr„, u,, ..., ©„ 
betrachten, tr, — trj sich nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von «r,— trj, . . ., 

—iCn. r,— r" Vy — rt entwickeln lassen, wenn ( ^—^-) , welches Zeichen den 

Werth dieser Ableitung für die Anfangswerthe aller Variaboln genommen bedeutet, von 
Null verschieden ist — und die Existenz einer solchen Entwickelung liLsst sich unmittel- 
bar aus dem Charakter der Gleichung herleiten, wie ich in meinem Lehrbuche der 
Theorie der Differentialgleichungen S. 20 gezeigt habe. Setzt man die so erhaltene Ent- 
wickelung in die n-\ Iblgenden Gleichungen ein, so behalten dieselben den Charakter 
von ganzen Functionen, und, wenn wir die zweite Gleichung als Function vom Charakter 
einer ganzen in Bezug auf ir,. . . ., !<„, f?j, . . ., Uy in der Umgebung von irj, . . ., tri, 
t?', .,., vi mit (F^)=-0 bezeichnen, so wird sich wiederum ir.^—w\ nach positiven. 
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annehmen, worin die Functionen 0i, ..., *^ weder constante, noch in 
Z2, Z3, ..., Z^ lineare Glieder besitzen. 

Nimmt man endlich zwei Grössen r und q an, welche beide kleiner 
als sämmtliche Convergenzradien der Reihen Äi, ..., R^ und der Potenzreihen 

*,,..., ^^ sind und zugleich so beschaffen, dass auch — unter dem kleinsten 

dieser Convergenzradien liegt, und setzt 

(22.) Zi = pa:i, Z^^qx^, ..., Z^ = pj:^, U^-=^ry,, U2 = ry2, ..., U^=ry^, 

so dass 



(23.) 



8Z^ Q dx^ ' • • •' Q2^ Q dx * • • •' 



dU,„_ _ r_ dy,„ dU^_ _ ^ öy^ 

ÖZ, ~" Q dx^ ' • • •' 57^ g Qxfi 



wird, «0 ^e^/ das DifferenÜalgleichungsystem (20.) tu et» ähnliches von der Form 



(24.) 



^^' - « Tjt :r 1/ 1/ ^^ -^^ ^-^^* -^"i 

öx, "fl'iV^»' •••• ^/^^ y»' •••' »-^ öj?/ •••' dx^' "•' öx/ '"' dx/' 

^^"' ~n (t XV fi ^l' ^ ^i^'^ ^^""l 



über^ worin ^,, . . ., ^„, medemm Maclaurin sehe Reihen bedeuten^ welche ver-^ 
möge der Annahme für q vnd r jedenfalls Coneergenzkreise besitzen, deren 
Radien grösser als die Einheit sind, und es kommt darauf an, nachzuweisen, 



ganzon, steigenden Potenzen von w^—wl, ..., Wn—fci^ ^'i""^?^ •••? ^y—K entwickeln 

lassen, wenn ( !^ '- ) von Kuli verschieden ist: fährt man in diesen Schlüssen fort, 

SO sieht man, dass sich schliesslich Wn—wi nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen 

von r,— »J r^y—Vy wird entwickeln lassen, wenn (— ^ --) von Null verschieden 

ist, worin (F„) die linke Seite der Gleichung -F« = darstellt, wenn die Werthe von 
?(?, — fr", IT..— M?3, ..., Wn-i — i€n-\ aus den successive vorher erhaltenen Gleichungen in 
dieselbe eingesetzt werden. Daraus folgt aber, wie durch Rücksubstitution ersichtlich, 
dass tc^—tr'l^ ^^^—w^J, . . ., ir„ — wi sich nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von 
r, — r", i'j — ^2, ..., r'y—K entwickeln lassen, wenn das Product 

/ dF, N ^ e(F,) N / dCK) \ 

oder wie bekannt, die vorher angegebene Functionaldeterminante für ir, = ir", ..., 
iCn = irf,, r, = rf, . . ., r,. = rj von Null verschieden ist. 
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dass dieses DifferenlicUgleichnHgsystem stets ein und nur ein nach Maclau- 
rin sehen Reihen entwickelbares Integralsystem besitzt, welches für o^i = die 
willkürlichen Functionalwerthe 



(25.) 






annimmt, worin die co,^ ...^ a)„^ ebenfalls Maclaurin sehe Reihen mit Conf^er- 
gemkr eisen darstellen, deren Radien grösser als die Einheit sind, und die 
wiederum weder constante Glieder noch in den Grössen Xi, x^, . . ., x^ lineare 
Ausdrücke enthalten. 

Es wird nun zunächst möglich sein, dem Differentialgleichungsystem 
(24.) formal durch Potenzreihen zu genügen, deren Convergenz innerhalb 
bestimmter Bereiche nachher wird erwiesen werden müssen. Setzt man 
nämlich in Rücksicht auf (25.) 



(26.) 



y\ = «>i (35-2, . . ., x^'\-x^ü}^^ (xz, . . ., a;^)+a5iWj2 (xj, . . ., a?^) + ---, 
^2 = tt>2 (^2, •••? a:j4-a:iC02i (a?2 7 • • •? Xf^+x\o}2.2{x2^ ..., a:^)H — , 



worin die o}^ß(x2^.>.^Xf^ Maclaurin%Q\iei Reihen von 0:2, ..., ^^ l>cdeuten, und 
führt diese Reihen in das Differentialgleichungsystem (24.) ein, so erhält 
man als zu befriedigende Beziehungen die folgenden: 



( 
t 



(27.) 



l«x +05.4^-1- 



dm. 



dm^i 



' dx^ ' ""^ 9j?3 ' ' Öj:^ ' ^"'^ öa?^ 



, ^^"*4-iCi^^'4— •). 



W2i4-2a;iC022+3x?co23+ •• = g2{xi^ ••-, ^c^^ «>i+a?iCpii+--, 



0-1.+^^ 4^+ 



do) 



m 



9ctf„i 



ÖiT« 



dx„ 



dx. 



H-.^ + ■■■). 



/^ 



a)„,4-2a:,tw^4-3a:Jw^+"- = g„\^Xi, ..., a;^, £Oi+aT,cOu+—, 






5« 



m 



dtt 



dx. 






welche identisch für alle Werthe von a?!, ^2, ..., a:^ erfüllt sein müssen. 
Fassen wir aus der rechten Seite der iten der Gleichungen (27.) 
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irgend einen Posten heraus, so hat dieser die Form 



öw. 






und wir erhalten somit durch Gleichsetzen des Coefficienten von xl auf der 
rechten und linken Seite dieser Gleichung die Beziehung 



(28.) 



'ina 









worin der zweite Index der (o^ß der rechten Seite sich höchstens bis zur Zahl 
a erhebt, die Grössen a die Coefficienten der Reihen gri, ..., g„,, und die 
Grössen x ganze positive Zahlen bedeuten. Aus dieser Beziehung folgt 
aber, dass die unbekannten Maclaurin^chen Reihen toxa+i ^^^ Variabein 0:2, 
X), . . ., Xf, sich successive und eindeutig bestimmen, und dass somit dadurch 
die Herstellung der Maclaurin&cheu Reihen (26.) als Integrale, welche for- 
mal dem vorgelegten Diiferentialgleichungsystem (24.) unter den durch (25.) 
gegebenen Bedingungen Genüge leisten, ermöglicht ist. Es erübrigt also 
nur noch nachzuweisen, dass die auf diese Weise berechneten Integralreihen 
auch wirklich convergent sind. 

Da die Convergenzradien der Reihen g^^ . . ., g„,, aij, . . ., o),,, in den 
Gleichungen (24.) und (25.) grösser als die Einheit waren, so werden die 
Moduln der Coefficienten all' dieser Reihen unter einer endlichen positiven 
Grenze -4 liegen, und bestimmt man m Functionen i2i, 122, -..? »^m durch 
die Gleichungen 

i2, = A{l+(x2+X3-] \-^i,)+(x2 + Xii-'"+x^y+'"\ 

A 



(29.) 



1— (a?3+x, + ...+aj^) ' 



i2„, = A\l+(x.,-\-X3 + '" + x^) + (x2+Xi'\-'-'+x^y+'"\ 



80 ist durch Vergleichung mit (25.) ersichtlich, dass 



(30.) modcüi < modI2i, modco^ <C modJQj? • . •, modco,^ <C niodi2„, 
ist; bestimmt man ferner die Maclaurin^chen Reihen £2^ß von a?2, 0:3, . . ., x^, 
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durch die Oleichangen 

worin ai, . . ., a^, ^i, . . ., 6,„, Ci, . . ., rf„, alle positiven ganzzaliligen Werthe 
annehmen sollen, und [P] ^ den Coefficienten von Xi in der Entwickelung 

der Grösse P nach positiven, ganzen, steigenden Potenzen von Xi bedeutet, 
oder noch einfacher aus den Gleichungen 



(32.) 



|_l-(a!,+ar. 



A 



-t-+«^+Ä, +x, ß„+-+i2,„+a!, ß„.,+-+ -g^ +«, -g^ +-+-g^' +«, -g^ 



dSi. dSi,, dSl„, dSl^x 
+x. ^ +-+-« — +x 



-)]; 



so sieht man einerseits durch Vergleichung mit (28.) und mit Rücksicht auf 
die Ungleichheiten (30.), dass 



(33.) 



nioda>^^<Imodi2 



aß 



ist, andererseits folgen aus (32.) die ebenfalls formal richtigen Gleichungen 



(34.) 



l_(x.+...+aj^4-i2. + a:,ß„+...+ |-l+x.^''-+...+ 



dSl 



dSi 



m 



9a?, 



dxu 






ß„,+2arii2„j+3xlß^+ 

A 






and es werden somit für das partielle Differentialgleichungsystem 



föY, 



(35.) 



öa?. 



1 



l_(a,,+...+x^+y,+...+ r,„+|li+...+|I'+...+|^+...4-^*''» 



9«.^ 



9a?j 



öa:. 



)' 



ÖF, 



m 



^^' i_(x,+...+x^+r.+...+F,„+^|'H. 



I ■ • -■ — — I 1 • • • ^^— — — II I ■ ••• ^ßm 



dY. 



dx, 



dx. 



dxu 



) 



die Ausdrucke 
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(36.) 

ly„, = n„,-\- xA,WA.+ - 

ein formal richtiges Integralsystem liefern, welches jedenfalls wegen der 
Eindeutigkeit der Coefficientenbestimmung das einzige in MaclauriMche 
Reihen entwickelbare ist, welches fllr j:i=0 in die Functionalwerthe i2i, 
i22, ..., S2„, von X2^ oTj, ..., x^ tibergeht. Wir wollen nun beweisen, dass 
die Reihen (36.) in der Umgebung von o?, = 0, aj? = 0, .... x^ = conver- 
gente Reihen darstellen, indem wir das Integralsystem der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen (35.) wirklich ermitteln. 

Um das partielle Differentialgleichungsystem (35.) zu integriren, be- 
merke man, dass, wegen der Gleichheit der rechten Seiten der Differential- 
gleichungen und weil nach (29.) JQj = i22 = •• =i2„, ist, auch die Integral- 
functionen 7, , Y-^^ . . . , Y^ einander gleich sein werden, und somit, wenn 

(37.) Y,==Y,^-^==Y^.^=^Y 

gesetzt wird, Y ein Integral der partiellen Differentialgleichung sein wird: 

(38.) -Q^- = - - - " "dY ~ df \ ' 

' 1— (ar,+a:.^H \-Xu+mY+m-^- . + ...+111-^- ) 

worin 

(39.) (Y%,^„ = ._-— p-^_._^- 

sein soll. Setzt man hierin 

(40.) Xi = X,, Xi 4- a-j -I \-Xf, = Xi , 

nnd fasst Y als Function von Xi nnd X auf, so geht die partielle Differential - 
gleichong (38.) in 

dY A 



(41.) 



' 1— X,— X^— mF— m(|U— 1) -^y- 



ttber, und es wird dasjenige Integral gesucht, für welches nach (39.) 

(42.) (nt.^o = ^^^ 

sein soll, und wenn man endlich 

(43.) l-X,-X,-mY = r 

Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 35 
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setzt, 80 bleibt die partielle Differentialgleichung zu untersuchen ttbrig 

(44.) (-||-+i)(t+,«-1+(,«-1) IJ) = -mA, 

flir deren Integral 

(45.) (T):,.-_-o = 1-^^--!^ 

sein soll. 

Setzt man in die Gleichung (44.) unter der Voraussetzung, dass 

(46.) n(T, A„ X,) = 

irgend eine Integralbeziehung sei, 

dSi dSi 

^^^'^ ÖX. ~" dJi ' ÖX "" dSi ' 



dT dT 

80 geht diese Differentialgleichung in 

(48.) (4« _|«)([r+,.-i]^-o--i)|^-) = -.A(^y 

über, in welcher man T, Xi^ X2 als unabhängige und £2 als abhängige 
Variable auflPassen kann, welch' letztere in der partiellen DiflFerential- 
gleichung jedoch selbst nicht explicite vorkommt. 
Nun ist leicht zu sehen, dass 



X. Xj 



(49.) n = aTe ^-' -a/3Xi+a(m^+/t-l)e ^"^ -mAaß\og(ß+e ^^^ 

ein Integral der partiellen Diflferentialgleichung (48.) ist, wenn a und ß will- 
kürliche Oonstanten bedeuten, da 



(50.) 












in (48.) eingesetzt dieselbe identisch befriedigen, und es soll nnn darch 
Variation der Constanten a und /?, also dadurch, dass a und ß als Functionen 
von T, Jf„ Xa bestimmt werden, die Integralform (49.) in ein Integral über- 
geführt werden, welches für X, = den Werth 

(51.) (i2)^.=„ = r-n-x+ j^^ 
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annimmt; ist dies geschehen, so wird nach (46.) ß = gesetzt die Grösse 
T als Function von Xi und X2 so bestimmen, dass dieselbe ein Integral der 
Differentialgleichung (44.) wird und zugleich, wie aus (44.) und (51.) hervor- 
geht, für Xi = den verlangten Werth (45.) annimmt. 

Bezeichnet man zur Abkürzung die Gleichungen (49.) und (51.) durch 
(52.) n = yj(T, X,, X,, a, ß), {ß)^^^,^ cp(T, X,) 

und setzt*) 

(53.) n^xp(T, X„ X„ a, /?)-V^(T, 0, ^, a, ß)+<p(r, ^), 

worin «^ ß, r, ^ als zu bestimmende Functionen von T, JT,, X2 betrachtet 
werden, so folgt 

f dil _ dip(T,X,,X,, a;ß) ^ dxpO\X,,X,,a,ß) d tfj(T,0,^ , a,ß) \da 
"" dT '^\ da da y dT 

( diV(J,X,, X^ ,a,ß) _ dtp(T, 0, la,ß)\ dß_ 

"^^ dß~ ~dß J dT 

f dtfj(T,0,la,ß ) a(]p(rj) x dT 



(54.) 



dT 



-( 



und die entsprechenden Werthe fUr 



und 



dt 

dMtjt, 0, l g, ß) 



dv / dT 



3| 



«_) 



ÖT 



ÖX, ÖA, ' 

80 dass man wieder die Werthe (50.), also durch Elimination von a and ß 
wieder die Differentialgleichung (48.) erhält, und somit die Form (53.) 
wiederum ein Integral der Differentialgleichung (48.) wird, wenn man o, ß, 
r, I so bestimmt, dass die Gleichungen befriedigt werden 

d^(T, X„X„a, ß) _ dip{r, 0, |, a, ß) 



(55.) 
(56.) 

(57.) 
(58.) 



da da 

dtp(T, X„ X „ a, ß) _ dxp(x, 0, g, «, ß) 

dß ~ dß 

d tiJijT, 0, i a, ß) _ a»(T, g ) 

ÖT ~ dT ' 

du>(T, 0, g, a, ß) dtf(T, I) 



dl 



öl 



oder nach (52.), (51.) und (49.): 



•) Vergl. A. Mayer, die Ltesche Integrationsmethode der partiellen Diiferential- 
glelchungen erster Ordnung. Mathematische Annalen Bd. VI. 

35* 



d 
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? { i 



(59.) 



te>'-^+(mA+iu-V)e''-' -mAßlogOi+e"'') 



= Tef^' -ßX,+(mA + ^i-l)e''-''-mAß\og(ß+e^-'), 



JT, 



mA ß « ^1 .^ ~Z^ \ I ftiAß 



Xn 1 



(60.) »iy41og(/?+g^"')+ ^ = -¥i+iii^Iog(/3+ö^"' )+ 

ß + el^^ ß+e'f^^ 

(61.) «e^-^ = 1, 



wird, wobei zu bemerken, dass diese GleichuDgen flir JCi = durch 

befriedigt werden. 

Für das oben gestellte Problem kommt es jedoch nicht sowohl auf 
die wirkliche Darstellung des Integrales als vielmehr darauf an, nachzu- 
weisen, dass, wenn nach Bestimmung der «, /?, t, | als Functionen von 
T, JTi, X2 aus den Gleichungen (59.)— (62.) aus dem gleich Null gesetzten 
Werthe von S2 der Gleichung (53.) T als Function von Xi und X2 in der 
Umgebung der Nullpunkte dieser beiden Variabein und für den aus (51.) 
hervorgehenden Werth 

(63.) (T)^.=o.x.=o = 1-mA 

entwickelt wird, diese Entwickelung eine nach positiven, ganzen, steigenden 
Potenzen von Xi und X2 fortschreitende ist, und bekanntlich wird die 
Existenz einer solchen Entwickelung erwiesen sein, wenn 

von Null verschieden ist. 
Da nun für X^ — O 
(65.) T = T, $ = A, 

sein soll, so werden, wie aus den Gleichungen (59.) — (62.) unmittelbar er- 
sichtlich, den Werthen 

(66.) ^1 = 0, X = 0, T=l-mA 

die Werthe 

(67.) (a)=l, (/?) = lr^^ll, (|) = 0, {r)=l-mA 



OT ' X, = II, jr, = 11, T= \-mA 
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entsprechen; differentiirt man die Gleichung (61.) partiell nach T, bo er- 
giebt sich für die Werthe (66.), (67.) 

(68.) (#) = -(^-i)(-|;-), 

und hiemach aus (60.) 

(69.) (?i^ri)'(_|«.) = o 

oder 

(70.) {-ff ) = 0, 

weil A als eine über den Moduln aller Coefficienten des arsprilnglichen 
Differentialgleichungsystems liegende Grösse stets so gross gewählt werden 
konnte, dass mAu—l von Null verschieden ist. Aus (68.) und (70.) folgt 
aber nun mittels Differentiation der Gleichungen (59.) und (62.) nach T^ dass 

ist, und somit aus (53.) 



(72.) 



/öß \ _ / dy,(T, X„ Ä'„ a,ß)y f dti>(T, X,^ X„ a,ß)\ mA 
Vöf/ V df - Jty -- -Qß - J ^mAfi-lf 

di(,(T,0,la,ß)\ / ötl»(t, 0, ^, o, /?) \ mA , / a<Kt, I) 



_/ öy,{t,ÜJ^a, ff) \ _( ötfj{T, 0,J, o, ß)\ mA _ ,fd(p{T^§l\ 

V dT ) V ~dß~' >'(m/l^-l)*"*'V dx )' 

oder, da nach (49.) and (52.) 

(73.) (MT'.-^V'. h.^^.Lßl\ = 1 = (i!^!A II «r Ä ) , 

(75.) ( ^t'-^^ ) = 1 

ist, 

Pe-) ( I?-) = 1. 

also von Null verschieden, und es ist somit das Integral der partiellen 
Differentialgleichung (44.), das für Ai = den durch die Gleichung (45.) 
bestimmten Werth annimmt, in eine nach positiven, steigenden, ganzen 
Potenzen von X^ und X^ fortlaufende Reihe entwickelbar. 

Nachdem nun bewiesen worden, dass das Integralsystem (36.) der 
partiellen Differentialgleichungen (35.) aus convergenten, um die Nullpunkte 
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der Variabeln herum gültigen, nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen 
derselben fortschreitenden Entwickelnngen besteht, folgt aber, da die 
Coefficienten dieser Entwickelnngen (36.) durch die Gleichungen (31.) be- 
stimmt werden, vermöge der oben festgestellten Ungleichheiten (30.) und 
(33.), dass die aus den analogen Gleichungen (28.) hergeleiteten Coefficien- 
ten (Daß derart sind, dass die Integral reihen (26.) des DilBFerentialgleichung- 
systems (24.) ebenfalls in der Umgebung der Nullpunkte der unabhängigen 
Variabein convergent sind, da die Moduln der Coefficienten der einzelnen 
Potenzen von x^ kleiner sind als die Moduln der entsprechenden Glieder 
in den analogen Integralreihen (36.), deren Convergenz festgestellt war. 

Es ist somit der Existenzbeweis für das Integralsystem der Diflferential- 
gleichungen (11.) mit den durch (12.) gegebenen Bestimmungen geführt. 

Aber dieses nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 

Zi Ol, 552 Ö2, . . .* Zu a^ 

fortschreitende Integralsystem ist auch das einzige Fnnctionalsystem, fcetdies 
dem Systeme der Differentialgleichungen (11.) Genüge leistet und für ä, = i« 
die durch die Gleichungen (12.) gegebenen Functionen von x^, x^, . . ., x^ übergeht. 
Denn angenommen, es existirten für das Differentialgleichungsystem 
(11.) mit den durch (12.) gegebenen Bestimmungen zwei Integralsysteme, 
von denen das oben gefundene, nach Tay/orschen Reihen entwickelbare mit 

(77.) wi, fi.,, . . ., «i,„, 

das andere mit 

(78.) 17„ t/3, . . ., f/,„ 

bezeichnet werden mag, so werden, wenn 

(79.) t/i=W, + «?l, U2 = U2-\-V2j . . ., l/,„ = «lm + «?m 

gesetzt wird, die aus den Differentialgleichungen (17.) hervorgehenden 
Gleichungen 

d(u.+V,) ( "iL ~ \ U 

-- = rii^Äi-ai, ..., z^—a^, u,+v, — b,. . . ., w,„+r„.-6„.. 



(80.) 



dz. 






'// ^•'M 



= »"„.^a, — o,, . . ., i^—Of,, «,-+-»,—0,, ..., «„+»„,— 0,^, 



ÖS, 



'dz,"^ ds^ ""'••■' Ö3^+ÖS„ "^M» "-J 
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identisch befriedigt sein, aus denen wiederum, da das Integralsystem (77.) 
ebenfalls das Differentialgleichungsystem (17.) befriedigt, 



(81.) 



dt 



ö[;— — *'i^«i <*i, . . ., Zf, — Uf,, «1 + »! — Ol, . . ., 



Ö3 






öa, 



6i2j . . . ) 



— r,(^a,— o,, ..., i^—a^, «i— Aj, 



dt. 



6j2, • • •) ^ 



du 



in 



du. 



dv. 



dz. 






9j5, 



ÖM, 



— ^m\*l ^1? •••1 */i ^«^ Wl"~^n •••7 7)^ ^12? ''V 



hervorgeht, wobei zu bemerken, dass wegen der gleichen Anfangsbedingungen 

für IJ^ und w« die Functionen f?i, ©2, . . ., t?m för sj, = a^ identisch Null sein 
müssen für beliebige Werthe von ^2? «3? • • •, «^* Denkt man sich nun die 

Tay/orschen Reihen für Wi, «2, ..., w„, in die rechten Seiten der Gleichun- 
gen (81.) eingesetzt und beachtet, dass diese für 



dt 



f>\ = «2 = ••• = ^m == -^- 



1 



ÖP 



m 



ÖÄ« 







identisch verschwinden, also kein von diesen Grössen freies Glied ent- 
halten, so wird sich zur Bestimmung der Functionen t?i, ^21 •••) ^m ^ii^ 
Differentialgleichungsystem der Form ergeben 






(82.) 



= (»1, 



' ^;/0 



• • ? ^'m^ 



ÖP. 



öa, ' 



•1 



öc, 






dx> 



m 



dt 



m 



dz, ' 



dv 



m 



di 
dv„ 



). 



i" » 



Öa, ' 



öa^' 



•? 



öa, ' 



aa, 



) +-, 



Ör 



//( 



dz. 



— V^t?i, . . ., t?,„, 












3r 



m 



•1 



öa, ' 



ÖP 



m 



dVm\ 

dt 



m 



• • • % 



Öa^ ' 



öa, ' 



dt, 



)+•". 



worin (i?i, . . .)i eine homogene Function des iten Grades der eingeschlossenen 
Grössen bedeutet, deren Coefficienten Tay/orsche Reihen nach Potenzen 
von «1— «1, ..., «^— »^ fortschreitend darstellen. Da aber für ii^a^ die 
Werthe von f?i, i?2, . . ., «?„, für willkürliche Werthe von «2? «3, - ", «^ in 
der Umgebung der Punkte «2, 03, ..., a^, also ebenso auch die rechten 
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Seiten der Gleichungen (82.) verschwinden, so zeigen eben diese Differen- 
tialgleichungen (82.), dass auch für alle weiteren, in der Umgebung von 
Ol befindlichen Werthe von ä^ und für beliebige Werthe von «2, «37 • • .7 «^ 
auch f?i, f?2, ..., f>m9 da ihre Incremente Null sind, ebenfalls verschwinden, 
d. h. in der Umgebung von ai, 0-2, . . . , a^ identisch Null werden, nach (79.) 
somit die beiden Integralsysteme der partiellen Differentialgleichungen 
identisch sind; es giebt somit nur ein Integralsystem mit den gegebenen 
Anfangsbedingungen. 

Wir können dem eben bewiesenen Satze von der Existenz der Inte- 
gralfunctionen eines partiellen Differentialgleichungsystems noch andere in 
Bezug auf die Anfangsbedingungen verschiedene Formen geben. 

Sei wieder das Differentialgleichungsystem (11.) vorgelegt, und werde 
verlangt, ein Integralsystem dieser Differentialgleichungen zu finden von der 
Art, dass, wenn zwischen den unabhängigen Variabein j5i, ^29 •••7 ^ eine 
Beziehung 



(83.) 



v(Äj, Ä2, . . ., 3«) A 



stattfindet, welcher durch ein Werthesystem «1 = 01, «2 = «2 , . • m «^ = Ö/1 ge- 
nügt wird, in dessen Umgebung die Function in eine nach positiven, steigen- 
den, ganzen Potenzen von «1— aj, «2—027 ..'7 ^ßi — ^ß fortschreitende Reihe 
entwickelbar ist, die Integrale «1, th^ ..., n,„ die willkürlich gewählten 
Functionalwerthe 



(84) 






annehmen, welche wiedenim in der Umgebung von a,, a^, ..., a^ conver- 
gente Taylor%ch.& Reihen darstellen sollen, die durch 



(85.) 



«1 = «'i(Äi—ai, «2--02, .'•? Zfji—o,^^ 



bezeichnet werden mögen. 
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Um diese Untersuchung auf die frühere zurückzuführen, setze man 

(86.) Ö(äi, Ä2, . . ., O = ^M^ 

und führe in das Problem die ^i unabhängigen Yariabeln 

(o7.) Z^, Äi, Z'i^ • • M ^/i— 1 

ein; nimmt man nun zunächst an, dass eine der Grössen 
( dO \ T-^^-V ( ^^ ^ 

z. B. 

de 

w 

von Null verschieden ist, so wird sich nach bekannten Sätzen «^— «^ in 
eine nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von 

fortschreitende Reihe 

(88.) »;i — «^ = /?(si— Ol, «2— »2, ..., Ä^_i— a^_i, Z^— -4) 

entwickeln lassen, und führt man diesen Werth in die Gleichungen (84.) 
ein, so ergeben sich für «i, «z^, . . ., «„, die Werthe 

(»^ );?„=.! = ^1 (^i—Oi, «2—02, •.- a^_i — a^_i), 






(89.) 



worin fi, ..., r„. wiederum Tay/orsche Reihen bedeuten. 

Um nun weiter den Charakter des Differentialgleichungsystems (11.) 
in Bezug auf die Entwickelbarkeit der linken Seiten zu bestimmen, ist es 
nöthig, die Werthe der partiellen Differentialquotienten der ii-Grössen unter 
der durch die Gleichung (83.) angegebenen Beschränkung der Variabein 
zu bestimmen, und man sieht unmittelbar aus den Gleichungen (84.), dass 
für die Variabein Verbindungen von (83.) die Beziehungen bestehen müssen 

und 

(91.) ,.,- rfa,+ ... r/s,+ -f ;,. -rf3„ = 0, 
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woraus sich wegen der Willkürlichkeit der Variabein äi, »2, ••.? «^-i unter 
einander die Gleichungen ergeben 



(92.) 



dUi 



dz. 



de 



\ r)z r)s / r5z. • \ r^z.. r9z„ / 



dz 



dUf 



dipö\ dO 



dZfi ^ dz^ 



= 0, 



(für ^= 1,2, ...,ifi) 



( 



dut 



dxpg \ dO 



du, 



dipp \ dd 



dzu-i dzu-i ^ dz 



\ dU / dug dU)^ \ 

' /9z.. "*• ri%.. r9z.. / 



dza ^ dZu-i 



= 0, 



die, mit den m partiellen Differentialgleichungen (11.) zusammengestellt, ver- 

d6 

möge der Voraussetzung, dass -^ — von Null verschieden, die Werthe fllr 

die fim partiellen Differentialquotienten unter der durch die Gleichung (83.) 
gegebenen Beschränkung der Variabein liefern, wenn wieder angenommen 
wird, dass die aus allen diesen Gleichungen nach den partiellen Differential- 
quotienten genommene Functionaldeterminante mfiter Ordnung 



(93.) D, = 



dF, 





dF, 


dz^ 


dF, 


d ^"' 


ÖS^-l 


dF, 


dz^ 


dF, 


du. 



dz, 



dF,„ 


ÖS, 


öf- 


dF„, 


d p' 

Oifj-i 

dF„, 


OZu 

dF,„ 
d ?"'- 



do 

diu 







... 



dd 







... ... ... 



dZu 







... ... ... 







••• 



dd de 



ÖZj Ö«3 







... 



do 



dd 

diu-i 







... ... ... 



... ... ... 



df)^ 

diu 



••• ... ... 



dz. 



dF. 



1 • 



dF 



m 



CS dti„, 
dz, 



du 



ü 



m 



... ••• P ••• 



dz. 



dF, 



dF„. 



du„, 
dz„ 



« du 

o-. 







.. 



... o--l^-^^ 



de 



m 



ÖS, Ö», 05^- 



di'u 
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fttr die durch die GleicLungen (84.) und (92.) gegebenen Anfaugswertlie 



(94.) 



(»,) = a, , (aj) = «2, . . ., (O = Ofi, 






\-Q{'-J^V^'n\(fl^, "M »A • • V 






von Null verschieden ist. 

Nehmen wir nun an, dass das DilBFerentialgleichungsystem (11.) in 
der Umgebung der eben ermittelten Anfangswerthe (94.) den Charakter 
von ganzen Functionen, die linken Seiten der einzelnen Gleichungen sich 
also nach ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 



du. 



Äl— «1, •••? «/i— ö^? «1 — V^l, ••., ^fn-V'nn ch"^^^^^ 



du 



m 



r---V' 



ÖS 



Wfd 



entwickeln lassen, so ist leicht zu sehen, dass die Einführung der neuen 
Variabein Z^ in das Differentialgleichungsystem die Entwickelbarkeit in der 
Umgebung des neuen Anfangssystems bestehen lässt; denn, wenn die partiellen 
Differentialquotienten der Wi, .. ., fi„,, als Functionen von äi, ..., a^_i, Z^ 
aufgefasst, durch Klammem unterschieden werden, so ist vermöge (86.) 



(95.) 



dUa __ / dUa \^( dUa \ 00 

dua __ / dua \ 00 
~0~z~ ~ ^~öZ~J~Oi^ ' 



und daher einerseits ersichtlich, welches die Werthe der partiellen Differential- 
quotienten -;c- , ..,, -5,-~? ^/- für das Aufangssystem »1, «3, ..., a^-i^ A 

sind, andererseits einleuchtend, dass die Einführung der Ausdrücke (88.) 
und (95.) in das Differentialgleichungsystem (11.) den Charakter der ganzen 
Functionen oder der Entwickelbarkeit nicht ändert. Für das so trans- 
formirte Differentialgleichungsystem sind somit vermöge der Gleichungen 
(89.), welche den Gleichungen (12.) des Fundamentalsatzes entsprechen, die 
Bedingungen 1) und 2) dieses Satzes erfüllt, und es bleibt nur noch die auf 
die Functionaldeterminante bezügliche Bedingung 3) zu untersuchen. 

36* 
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Zunächst ist aber leicht zu sehen, dass die Determinante Di der 
Gleichung (51.), wenn man in je /n aufeinanderfolgenden Horizontalreihen 

r^/j ^11 c^/\ 

die erste mit -^ — , die zweite mit -^ — , .... die //^te mit -^ — multiplicirt 

05^ CÄj OZfi 

und zur ersten Horizontalreihe addirt, durch eine unmittelbar ersichtliche 
Zerlegung sich in 



(96.) 



D, = 



ÖF, 


dd 


1 




dF, 


dd 


dF„, 


dd 


1 


1 


dF„, 


de 


Ö^"J- 


dz, 


+ •• 


• + 


a?'' 


dz^' •■ 


" e f- 


dz. 


+• 


••+ 


a|^'- 


dZf, 


ö^x 








diu 




dz, 








dzt, 




ÖF, 


dO 






dF, 


de 


dF„. 


de 






dF,„ 


de 


1 


dz, 


+ •■ 


•• + 


1 

d ^"' 


dz,' •• 


" ö-^^ 


dz. 


+•• 


•+ 


5Ö«, 


dzu 

t 


m m 


• • 


• 


• 




• • « 


dz, 

• m 


• ■ 


• 


• 


dZf, 

• • 


• . 



dF. de 



^dum dz, 



+ — + 



dF, dd 



dF 



f/l 



g du„, dZf,'' 
dz„ 



^ diim dz, 
dz. 



SO , , dF„. 
H r 







dd 

dZf, 







dd 

dz 



gdUm 

dZf, 









dz.. 



M 





dd dd 







dZf, 
dd 



dz, dZj 



dzu-i 






öFj dd 



„ 9«, öz, 



--.-■ + 



+^^5 



dd 

^ du, dzu ' 
ÖS,; 



£)F,„ öö 



^dtt^ dz, 
dz. 



-| [. 



ÖF,„ ÖÖ 



dZu 



_dF^ dd 

Qdu,j^ dz, 
dz. 



+■••• + 



dF. dd 



dF. 



in 



du, 






dn„, dz, 

Ö5, 



— i — • • • «"^^ 



du 



m 



dd^ 

dzu 



dz. 



dzu) 






verwandelt; da aber vermöge der Gleichungen (95.) 



(97.) 



Öf„ 



dFa dd 



<S0 



^-4 



„ dttf dz, 
öz 



dF^ dd , , 



dFa 



dd 



„ du„ dz^ 

"dz 



Q du. 



ÖÄ^-1 



+ 



d¥a dd 



dZu—\ 



dZu 



ist, so können wir D^ in die Form setzen 
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(98.) ß, = 



OF, 


ö^> 


dF,„ 


K-at) 




<iv 


ar, 


dF, 


dF^ 


1 


d(-^'^-) 
^dZj 


^(-S;) 


dF, 


dF, 


dF„. 


l^(&) 


<-ll) 


<f£) 



dd \(."-2)i 






nnd die Annahme, dass D^, also auch die rechts stehende Determinante fUr 
die oben näher bestimmten Anfangswerthe von Null verschieden ist, würde 
die Bedingung 3) des oben ausgesprochenen Fundamentalsatzes erfüllen, so 
dass für das transformirte Differentialgleichungsystem, also auch für das 
ursprüngliche unter den angegebenen Bedingungen die Entwickelbarkeit 
der Integralfunctionen in der Umgebung der Anfangswerthe ai, aj, ..., a^ 
erwiesen ist. 

Fassen wir die letzteren Auseinandersetzungen zusammen, so ergiebt 
sich der folgende Satz: 

Sei ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung und mter 
Klasse gegeben: 



(99.) 



F,(«., 


• • M ^iiy 


«l> 


• • M ^ins 


du, 


..., 


du, 


. . ., 


dz; ' 


• • •? 


dz^ 


) 


— ■ 


0, 




• • • 

. . . , z „ , 


• 

tt,, 


• • ■ 

• • • 1 ^m y 




• • M 


• • 

du, 
Öv'' 


• « 


• • 
du,,. 


• • • « 


Öl/m 

oz^ 


• 

) 


• 


• 

0, 



in welchem Fi, . . ., F,„ beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, und werde verlangt, ein Integralsystem zu finden, welches für alle 
Wertheverbindungen zwischen z^, . . ., »^, welche der Gleichung genügen 

(100.) ö(3„ Ä, ..., Ä^) = ^, 

die Werthe annimmt 

(101.) Wi = V'l(«I, «2, . . ., «^), ^h = 1^2(^1, «2, . . ., V' • • M «^m = V^m(«U «2, • • -, Ä J, 

*o Äaiwi iwa« m Betreff der Existenz und Natur eines solchen Integralsystems 
folgenden Satz aussprechen. Greift man irgend ein die Gleichung (100.) be- 
friedigendes Werthesystem a,, a^, ••., ^a ß^ *m ^2? ..•? «^ heram, von der 
Eigenschaft, dass 
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1) die Functionen 

m rfer Umgebung dieser Werthe den Charakter von ganzen Functionen haben, 
cdso nach positiven, steigenden, ganzen Potenzen von Zi—a^ Zz—a^, . . ., z^—a^ 
entwickelbar sind, 

2) mindestens eine der Ableitungen erster Ordnung der Functionen 
nach Zi^ Zz^ • • m ^/o ^- ^' 

für Äi = «1 , . . . , Ä^ = «^ von Null verschieden, 

3) die linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (99.) in der 
Umgebung der Anfangswerthe 

(102.) 3, = a,, . . ., z^ = a^, «i, = V/,(a,, . . ., a^), . . ., u„ = «/'«.(«it • • • , ö^) 
tififif fifer ati« den mu Gleichungen 

f\(a,, . . ., a^, Vi(ai, . . ., a^), . . ., V^m(ön • • m «A 



(103.) 



du. 



1^. ? • • • ? 



ÖS. 



? • • M 






'^m(öu • • •? ^f^y V^l(ön • • -7 «A • • •? V^m(ön • • M ö^)? 



? • • • 1 "n"!: 7 • • • 1 



ÖW». 9Wm > 



/J3 



1 



ÖJ5. 






(104.) 



ÖS, öis, / Ö5, V öa^ dir ) 



do 

ÖS. 



= 0, 



(^ = 1, 2, ..., m) 






öv'p \ 8d 






hervorgehenden Werthen von 



(105.) 






ÖS 



ö«, 



cfen Charakter von ganzen Functionen haben, sich also nach Taylorschen Reihen 
entwickeln lassen, endlich 
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4) die Determinante 

j_(9F, dd _d_F,_ do 

I "^ öi," 



di^ 



dF„, dO 



dF, dO 



(106.) Z>, = ! ö -^'^- "^"^ 

03, 






dFr,. dO 



dn^ dz, 

^ 0" 



- + - + 






'S, 






_dF, do 



ÖF,_ öö 



Ö5^ 



Ö5j 



4- 



ÖF,« öö 






oder, was dasselbe ist, der Ausdruck 



(107.) 



dF. 



d-p- 

05« 



dF,_ 
Biß 

dF,_ 



dF. 



m 



• • • 






ÖF, öf. 



ÖF, 



m 






ö . 



ÖW„. 



dZo 



dd 80^ 

dZa dZß 



— • • • 



de 

dz]'' 



worin «, ß, . . ., (f alle Werthe 1, 2, . . ., /^ annehmen^ für die durch (102.) 
nnd (105.) bezeichneten Anfangswerthe von Null verschieden ist, 

so besitzt das partielle Differentialgleichungsystem (99.) ein und nur 
ein Integralsystem u^^ u^^ ..., u^, welches in der Umgebung der Werthe 
»1 = aiy .,., z^ = a^ den Charakter von ganzen Functionen hat und für die durch 
die Gleichung (100.) gegebene Beziehung zwischen den unabhängigen Variabein 
die vorgeschriebenen Functionalwerthe (101.) annimmt. 

Wir wollen endlich diesen Fnndamentalsatz von der Existenz und 
Natur der Integrale partieller Differentialgleichungsysteme noch in einer 
dritten Form aussprechen, die sich in ganz analoger Weise wie die letzt- 
behandelte ergiebt, wenn wir uns auf den von Poincare aufgestellten 
Httlfssatz stützen, 

dass, wenn eine Gleichung 

(108.) ö(a„ z,, ..., z^) = A 

durch ein Werthesystem a, =a,, ^2 = 02, «»v «xi = ö^ befriedigt wird, in 
dessen Umgebung Ö(«,, Zi, ..., z^) den Charakter einer ganzen Function 
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besitzt, der Gleichung (108.) 
u Ausdrücke 



(109.) 



Äi — Ol = 



ö, = 



identisch genügt werden kann durch die 



worin ^1, ^2? •••, ^;u-i von einander unabhängige Veränderliche und ai, 
a2, ..., a^ mit den Nullwerthen dieser Veränderlichen zugleich verschwindende 
Functionen algebraischen Charakters sind, d. h. Lösungen von algebraischen 
Gleichungen der Form 

(110.) a"+gi(ri, ^2, ..., >'^-0ct"'"'+-+9n(»'n ^2, ..., v^_,) = 0, 

worin fli, 82, . . ., g„ mit v^^ ^2, • • •, ^^i-i zugleich verschwindende Functionen 
dieser Variabein vom Charakter der ganzen Functionen sind. 

Dann lautet, wie unmittelbar zu sehen, das Fundamental theorem 
folgendermassen : 

Sei ein partielles Differentialgleichtingsyslem erster Ordnung und mler 
Klasse gegeben 



(111.) 



F ( ^?fL ^^h. ^^ Sn^ __ ^ 

1 ." 1 r^ 






ÖM 






in welchem F,, . . ., F^ beliebige Functionen der eingeschlossenen Grössen be- 
deuten, und werde verlangt, ein Integralsystem zu finden, welches für 



(112.) . 



• • • 



» ^/i-i 



« =(^^(ru ^2, . . ., 'V-i> 

trom* Qi, Qa, . . ., Cl^ willkürliche Functionen der Variabein Vj, 1^2 j 
bedeuten, die Werlhe annimmt 

W;n = 3L(l^M 1^2, . . ., ^..-1)7 

iTorm 9(i, 3(2? ' ' "i 31« wiederum willkürliche Functionen derselben Variabein 
darstellen, so kann man in Betreff' der Existenz und Natur eines solchen 
Integralsystems den folgenden Satz aussprechen: Greift man irgend ein Werthe- 
System «1, »27 •••? w^-i der Variabein j^j, v,^ . . ., r^_^ heraus von der Eigen- 
schaft, dass 



(113.) 
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1) die Functionen a,, Qa, . . ., a^, 2li, Sla, ..., ?(„, i^ ^^ Umgebung dieser 
Werthe den Charakter von algebraischen Functionen haben ^ welche für iti, 
1I2, . . ., »^ die Werthe «1, «2, . . ., a^, -4,, ^2? • . ., -^m annehmen mögen, 

2) mindestens eine der aus ^—1 Reihen zusammengestellten Determinanten 
der Grössen 

9a, ÖQj 9a, 



9v, 9Vg 



9v^-i 



90« 9ai 



9a, 



91^1 9v, 9y^_i 

/är dM Werthesystem «1, »27 • • •? '^^-i «'Oi* Null verschieden ist, 

3) che linken Seiten der partiellen Differentialgleichungen (111.) in der 
Umgehung der Anfangswerthe 

(114.) «1 = ai (»1, . . ., n^_i) = «1, . . ., «^ = a^ («,, . . ., «^_i) = a 

(115.) tfi=5li(iii, ..., «^-,) = /^i, . . ., ttm = 3(^(«i, ..., «^-l) = Ä 
tmrf cf^ ati« den m/^ Gleichungen 



ff 



(116.) 



''1 V^^lJ • • •) ^ßJ9 P\l • • •? Pm^ o ? • • •? ; 



9ti. 



9ii 



m 



9ii 



9ä^ ' •••' 9ä, ' •••' 9a^ 






^m\^l^ • • •? ^^^ /^17 • • •? Ptn9 Q^ ? * * ' 



9w, 



9t« 



m 



du 



m 



' öa„ ' •••' ÖSj ' •••' Öa^ 



) = o. 



9iii 



9»j 9^ 






'M„ 



.9v, ^ ^ ' 



9a 



i" — 



9a, 



9«,, 9^, 



9vj ' 



• (fiirp = l,2, ...,m) 



9a, , du^ 



du^ 

9»j 9v^_i ' 9^2 9v^_i 



^_ + ...4..^"v Ott 



M __ 



9a, 



9«^ 9v« _i 



9v^_i 



bestimmten Anfangswerthe der partiellen Ableitungen, die wir mit 



(117.) 



du 



9 __ 



9», 



9ii 



9llp _ / N 



9T^ ^^^f^^'' ^'^ *••' '^^-^^ 



bezeichnen wollen, den Charakter von ganzen Functionen haben, sich also nach 
ganzen, positiven, steigenden Potenzen von 



9wj 9m, du„, du 



9äj ^.^ 

entwickeln lassen, endlich 
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<P 



m/u 
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4) die Determinante 



(118.) D, = 



ÖF. 
dp 

dp 

Ö5, 


dp 


dp 

^^+•••+--0«: 




dF„ 
•••' dp 

dz, 

dF„ 

05, 


ö», 

ÖJ5, 






dF, 
'.dum 




Ö5^ 


^^ 


dF,„ 
* * ■ ' „ ö«„. 

' di; 


a 1 ^^rn 


a 1 • ^^f^ 


*. 



wortn 



(119.) di = (-1) 



A~l 




/«r rfte flft/rcA (114), (Ho.) und (117.) bezeichneten Anfangstcerthe von NfsU 
verschieden ist, so besitzt das partielle Differentialgleichungsystem (111.) ein 
und nur ein Integralsystem Ui, t/2, •••, u„^J welches in der Umgebung der 
Werthe «1 = «,, ^.^ = a^, . . ., ä^ = «^ den Charakter eon ganzen Functionen hat 
und für die durch (112.) gegebenen Beziehungen zu jn—l unabhängigen Variabein 
in die durch die Gleichungen (113.) gegebenen Functionen algebraischen Charak- 
ters derselben Variabein übergeht. 

Die so sich ergebenden Integralelemente des partiellen DiflFerential- 
gleichungsystems mter Klasse mit jn unabhängigen Variabeln enthalten somit 
m willkürliche Functionen von |t— 1 Variabein Verbindungen. 

3. Singulare Integralsysteme von partiellen Differentialgleichungsystemen beliebiger Klasse. 

Die oben vorgenommene Reduction eines beliebigen partiellen 
Differentialgleichungsystems (2.) auf die Weierstrass^che Normalform (6.), 
(7.) ist bekanntlich nur dann ausführbar, wenn nicht für die Lösung ti der 
Gleichung 
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aoch zugleich die Gleichung 



(121.) 



ÖCt l Äj , • • • 9 ^fi 9 Wj 5 • • • ? ^m ) 



du 



m 



du. 



ÖZ, ' • • •' Ö8, 



.'.) 



dt. 



= 



befriedigt wird, welche Voraussetzung als erfüllt angenommen werden durfte, 
80 lange sämmtliche Variabein als von einander unabhängig betrachtet 
wurden. Aber es könnte das gegebene partielle DiflFerentialgleichungsystem 

ein Integralsystem n^, «I2, . . ., u^ besitzen, für welches die beiden Gleichungen 



(122.) 



Cj^5i, . . ., Z^y Hl, . . ., H^, ^- 7 • • •? b ? • • M *iy ~" ^7 



cul Ä,, . . ., Ä^, w,5 • • •? W»«} 









öa, ' • • •' Öz, 



1 • • •> 'ly 



ö(. 



= 



zugleich erfllllt wären, und wir wollen ein Integralsystem Wi, ...,«;„, welches 
den beiden Gleichungen (122.) genügt, ein singuläres Integralsystem der 
partiellen Differentialgleichungen (2.) nennen. 

Zur Auffindung der singulären Integralsysteme bemerke man zunächst, 
dass, wenn man t^ zwischen den beiden Gleichungen (122.) eliminirt, sich 
eine stets herstellbare algebraische Beziehung ergiebt 



(123.) co(äi, ..-, «AI, «1, ..., «m. 



dn 



9m, 



du 



m 



dt.' '"''diu ' ■"' öa. ' •••' e>„ 



) = o, 



eliminirt man sodann aus dieser Gleichung und den Differentialgleichungen 

(2.) auf algebraischem Wege die Grösse -^-, so werden «i, «2, . . ., u^ 

ein Integralsystem eines wieder auf die Normalform gebrachten partiellen 
Di£ferentialgleichungsystems der Form sein 



(124.) 



Öa l S| , • . •, tfi, M, , . . ., M,,,, 



du, 



du. 



du 



m 



du 



m 



53, '•••' öz^ '■••' dz, '•••' ö>^_, 



'0 



di. 



du, 
du. 



— "1 \Olj • • • 7 -^//^ ^n • • • 7 "'my ß^ 7 • • • 7 Q^' 7 * * * 7 ß^ 7 • • • 7 g^ _ ' ^/' 

3 A^ 3 H 



Öff^Äj, ..., Ä^, «,,...,!/ 



ÖM 



1 



ÖMj ÖM^ dUm \ 



9m, 



" 9/.~ ■ " ~ 9» 



1 



— '"m\^*l) • • • 7 ^fj9 ^1? • • • 7 



w 



9m, 9m, 



9m, 
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worin ti eine Lösung der Gleichung 

ist. 

Zur Bestimmung der singulären Integralelemente aus gegebenen will- 
kürlichen Anfangsbedingungen wird man folgendermassen zu verfahren haben: 
man setze für w,, t^i . • ., ^m-i die zu ai = ai gehörigen willkürlichen An- 
fangswerthe 

in die aus der Gleichung (123.) folgende Beziehung 
(127.) \ 

ein; wählt man dann für «2 = 02 den Anfangswerth von (ti«)^ als willkttr- 
liehe Function von A3, . . ., z^ 

(128.) (.kXuo, = /(ä3, ^4, . • ., «^), 

80 wird sich durch Integration der Differentialgleichung (127.) 

ergeben. Mit Hülfe der Anfangswerthe (126.) und (129.) integrire man 
das System von Differentialgleichungen (124.); genügen die Integrale dann 
der Gleichung (123.), so ist das gefundene Functionalsystem auch ein Integral- 
system der gegebenen Differentialgleichungen (2.). Es kann nun aber auch 
für das gesuchte singulare Integralsystem die Gleichung (125.) gleiche 
Lösungen, also mit der Gleichung 

^n/ du^ dum \ 

Olli »j, . . ., ^f^, fi^, . . ., tim, r^ » • • •' ;^- ' >y 

(130.) g^ ^ ^^^ = 

eine Lösung gemein haben, dann würde die Elimination von -^ — ^- zwischen 
(125.) und (130.) eine algebraische Beziehung der Form ergeben 

und man könnte vermöge (123.) und (131.) aus dem gegebenen Differential- 
gleichungsystem (2.) die partiellen Differentialquotienten -^, ^ "' heraus- 
schaffen und das neue Differentialgleichungsystem wieder auf die Normal- 
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form bringen, n. s. w. Immer führt die Bestimmung der singulären Integral- 
elemente auf die Aufsuchung von Integralen für Differentialgleichungsysteme 
in der Normalform, bis wir sämmtliche Ableitungen von u„, eliminirt haben; 
die letzte den Gleichungen (123.), (131.), . . . analoge algebraische Beziehung 
wird mit diesen uns gestatten, aus dem Differentialgleichungsysteme (2.) die 
Function «„. nebst ihren nach a,, a2, • • •? «^ genommenen ersten Ableitungen 
zu eliminiren, und wir erhalten sodann ein partielles Differentialgleichung- 
system erster Ordnung und (»i— l)ter Klasse mit den m— 1 abhängigen Variabein 
»1, «2, . . ., ii,„_i; ist dieses integrirt, so ist vermöge der vorher gefundenen Be- 
ziehungen fi„, algebraisch durch u^^ u^^ . . .j u„,_i und deren erste Ableitungen 
ansdrückbar. Fährt man in diesen Schlüssen fort, so ergiebt sich der Satz: 
Die Bestimmung der singulären Integralelemente des partiellen Differential'- 
gleichungsystems (2.) führt auf dem angegebenen Wege entweder zu algebraischen 

Functionen von j5i, «2, . . ., z^ für die m Elemente «i, Ui^ . . ., u^ des singulären 
Integralsystems y oder sie erfordert die Auffindung eines Systems von nicht 
singulären Integralelementen eines partiellen Differentialgleichungsystems, in 
welchem weniger erste partielle Ableitungen der abhängigen Variabein oder 
weniger abhängige Variable enthalten sind, wobei im letzteren Falle die übrigen 
Integralelemente algebraische Functionen der anderen und deren ersten partiellen 
Ableitungen sind; in allen Fällen muss nachträglich verißdrt werden, dass die 
gefundenen Elemente auch wirklich ein System von Integralen des gegebenen 
Differentialgleichungsystems bilden. 

4. Ueber die durch Variation der Constanten herleitbaren Integrale von Systemen partieller Differential- 
gleichungen beliebiger Klasse. 

Da die partiellen Differentialgleichungsysteme erster Klasse fUr die 
nachfolgenden Betrachtungen eine Ausnahmestellung einnehmen, so mögen 
diese zunächst besonders betrachtet werden. 

Sei die partielle Differentialgleichung gegeben 

(,!.; r\^z,, z,, . . ., z^, u, -^--, -g--, . . ., Q^^J - ^, 

in welcher «i, äj, ..., «^unabhängige, u eine abhängige Variable bedeuten, 
so soll eine Function 

(2.) u = F(a,, ^2, ..., z^, öl, 02, . . ., ö^), 

in welcher a^, »2, ..., a^ willkürliche Constanten vorstellen, ein vollständiges 
Integral der partiellen Differentialgleichung (1.) genannt werden, wenn u, sowie 



• • n 
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dem Elemente ^— ^ - gehörige, so werden sich aus den Gleichungen 

.^. _ ÖF _ dF _ dF __ _dF_ 

die Werthe von «i, »27 ••.? fl^-i, fl(,+i, .-m ö^* ^^^ Functionen von /i», 
Po-M Pa+i? •••? Pfi> ^n •••? »^^ «e ergeben und in die Gleichung 

eingesetzt, da a^ vermöge des Verschwindens von D von selbst heraus- 
fallen muss, in der That eine die Grösse u nicht enthaltende partielle 
Differentialgleichung liefern. Andererseits ist aber nothwendig, dass, wenn 
man die aus (8.) ermittelten Werthe von a^, a^, . . ., fl^-.i, a^+i, . . ., a^ in die 
Gleichung (2.) einsetzt, a^ nicht herausfällt, weil sich sonst noch eine 
zweite, u enthaltende, also von der ersten verschiedene Dififerentialgleichnng 
gegen die Voraussetzung der Eigenschaft des vollständigen Integrales er- 
geben würde; es darf daher die Determinante 

dF d^F d'F ö'F d^F 



(10.) D„ = 



. - ■ ■ ■■ • • • -. — -— • • • ^ 

dF Ö'F d^F d'F d^F 



da^ dzßa^ dzo-ida^ dza+ida^ 9»^ 9a, 



dF_ _dy _ d'F_ _9'F d^F 

da^ ÖÄjöa^ dz„-^da^ 9»<,+i9a^ ds^da^ 

nicht identisch verschwinden. Ist nun umgekehrt die Determinante D 

d^F 

identisch Null und eine, z. B. die zu dem Elemente -a- -^ — gehörige, Unter- 
determinante erster Ordnung von Null verschieden, so ergiebt sich zunächst, 
wie eben gezeigt worden, eine u nicht enthaltende partielle Differential- 
gleichung, von welcher (2.) für willkürliche Werthe der Constanten ai, 
02, ..., a^ ein Integral ist, aber es lässt sich auch zeigen, dass keine 
andere Differentialgleichung existirt, von welcher u ein Integral ist. Denn 
gäbe es noch eine Differentialgleichung 

(11.) /;(«!, Ä2, ..., z^, u, pi, p„ ..., p^) = 0, 

so würde in dieser entweder schon an sich der partielle Differentialquotient 
p„ fehlen, oder, wenn derselbe in ihr vorkommt, so liesse sich dieser aus 
(11.) und der eben gefundenen 

(12.) /(äi, a,, ..., z^, pi, p2^ .--, p^) = 
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eliminiren, und es ergäbe sich für eben diese Function n eine partielle 
Diflfereutialgleichung der Form 

stellen wir aber die Gleichungen zusammen 



(14.) 






C'Ä. 



P^'^ dz ' • • 



80 würde die von a,, . . ., a^ freie Beziehung (13.) verlangen, dass D„ identisch 
verschwindet; da dies nun nicht der Fall sein sollte, so kann also auch keine 
andere partielle Diflferentialgleichung als die zuerst oben gefundene, u nicht 
enthaltende Differentialgleichung existiren, von welcher u ebenfalls ein 
Integral ist. 

Fassen wir die eben gefundenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Ist eine partielle Differentialgleichung 



-/ du du 



öa. 



dz. ' 



du 

•••' dz.. 



.) = o 



gegeben y in welcher u selbst enthalten ist, so ist die nothwendige und hin-' 
reichende Bedingung dafür, dass die Function 

welche nebst ihren partiellen Differentialquotienten in die partielle Differential- 
gleichung eingesetzt derselben für beliebige Werthe der ili Constanten ai, a^, . . ., a^ 
Genüge leistet, ein vollständiges Integral ist, die, dass die Determinante 

d'F d'F d'F I 



D = 



öä, da^ 

d'F 



05, da.^ 



dz^ da^ 

d'F 
dz.^ da^ 



dZfjida^ 

d'F 
dzada.^ 



d'F 



dz, da, 



d'F 
dz„ da, 



_d'F_ 
dZf, daa 



nicht identisch Null ist. Hat die partielle Differentialgleichung jedoch die Form 

y du du du 



dz. 



dz. 



dz, 



) = o, 



in welcher u selbst nicht r)orkommt, so ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die Vollständigkeit des Integrales, dass D identisch gleich Null 
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ist, dass ferner eine der Unterdeterminanten erster Ordnung 

Ö'F d'F d^F 



Ö'F 





ÖÄ, 9a, 


95ö_i9a, 


9»o+i9a, 


dz^da^ 




d'F 


9'F 


9«F 


d'F 


Do, = 


9Ä,9a^-i 
d'F 


dza^ida^-i < 
9«F 


9ao+i9a^_i 
d'F 


d'F 




9», 9a^+i 


9ä„_i 9a^+i < 


dzai-ida^+i 


dzi^da^^i 




d'F 


9'F 


9'F 


d'F 


von Null t 


9s, 9fl^ 
erschieden, um 

d'F 

9«! 9fl, 

9«F 


/ ebenso die Determinante 

9'F 9F 9'F 


dZßi 9a^ 
Ö*F 




9Äö_i9a, 9a, 
9»F 9F 


9i5a+i9a, 

9*F 
9so+i9a, 


d'F 


D,^ 


dsa-ida^ da^ 


dif,da^ 




9Äj^9a^ 

»cA Null ist. 
nun 


d'F dF 


d'F. 


d'F 


nicht identi 

Sei 


9»o_i9a^ . da^t 


dZa^ldüfg 


dZftdOf, 



(15.) 



U = F(,^l^ «2? •••? ^/47 ^1? ^' •••? O 



das vollständige Integral der partiellen Diflferentialgleichung 

(16.) /•(«!, Ä2, ..., «^, «I. -£-, -Q^, ..., -3^) = 0, 

welche somit nach dem Vorigen allein durch die Gleichung (15.) befriedigt 
wird und aus den in den Grössen a^^ as, . . ., a^ nicht identisch von einander 
abhängigen Gleichungen 

,--. du dF du dF du dF 



9a. 



9ä. 



9a, 



9a, ' • ' •' dz, 



dz, 



durch Einsetzen der aus diesen hergeleiteten Werthe von ai, 03, . . ., a^ in 
Gleichung (15.) hervorgeht. Zunächst ist leicht ersichtlich, dass man un- 
endlich viele neue Integrale der Differentialgleichung (16.) angeben kann, 
welche sämmtlich die Form der Integrale (15.) haben, in denen jedoch die 
Grössen ai, . . ., a^ nunmehr variabel sein werden; denn da sich unter 
dieser Voraussetzung durch partielle Differentiation nach j5i, «29 •••) ^^ die 
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Gleichnngen ergeben 

r du dF 



(18.) 



dz. 



,_dF_daj_ _dF_da^ ,^F^da^ 



9ä, 9a, 9ä, 90, 9ä, 



dttfji 9a, ' 



9ii 

9a. 



^_t_^da^_dF_da^ dF da^ 



9a 



9a, 9«^ 



9a^ 9a^ ' 



•^ ^-^ 9a, 9a^ 

80 wird, wcDB die «i, «2? ••., a^ so als Functionen von «j, äj, 
bestimmt werden, dass den Gleichnngen 



T *iU 



r dF da, , 9F 9a, , , dF da^ 



(19.) 



da, 


dz. 


T-^ 


da^ 


d>. 


T" 


•T 


9o^ 


d., 




^1 


dF 

da. 


• 

da, 
da^ 


• 


dF 
da. 


• 

da^ 
9a^ 


• 

+• 


• 


• • 

dF 

da,. 


• a 

da^ 
dz^ 


• 


• 





genttgt wird, das System (18.) in (17.) übergehen, und also wiederum die 
Elimination von ai, ..., a^ zwischen (15.) und (18.) die Diflferentialgleichung 
(16.) liefern. Die Gleichungen (19.) liefern aber entweder die zur Be- 
stimmung von öl, 02, ..., a^ als Functionen von ä^, . . ., z^ hinreichenden 
Gleichungen 



(20.) 



da. 



= 0, 



dF^ 
da. 



= 0, 



... 






= 0, 



oder es ist die Fanctionaldetenninante der ai, . . ., a^ in Bezog auf Si, . . ., s 



(21.) 



da. da„ 



dz, dz. 



da^ 

9i: 



da, da^ 
dzu dz. 



da^ 

dz. 



= 0, 



d. h. es ist 

(22.) 



worin y,, eine willkürliche Function bedeutet. Leitet man durch Differen- 
tiation nach ss^ hieraus 

da, dza da^ dza da^j dza 

ab und benutzt diese Beziehung für die ,a Gleichungen des Systemes (19.), 
so erhält man 

38* 
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(23.) 



N da, da,, öo„ da. ^ 



da. 



dz 

— h( 



fdF dcp, 
dF dq>. 



da., da. 



dF d<f^\ da. 



dttf, da^ 






dz. 



+ 



da^-i da. 



dafji 9a^«i / öäj ' 



( dF d^___dF_ d<f,\ _da,_ _r(_^L .^lo, 
V öfl, 9a^ 9o^ da^ / öä^ ^ da^ 9a^ 

( dF dq>. 



dF d<f,\ da. 



) 



dOfM da^ / dz^ 
dF d(pQ \ dttfi—x 



r-l ^ 



da^j dOft—i ^ dZfg 



+ 



= 0, 



dOf,-! da^j, 

und hieraus folgt entweder, dass die öj, 02, ..., a^-i, a^ der Gleichung 
(22.) und den /t— 1 Gleichungen 

dF dq-, dF d<p^ 



(24.) 



f dF dtp, dF dq>, ^ Q 

9a, 9a^ dttfj^ da^ ' 



9a^ 9a^ 



da^^ da^ 



= 0, 



• • I 



dF d(p, dF dq>, ^Q 
dOfji^i dOft dOfj da^t-i 

gentigen, aus denen die Werthe «i, a^, ..., a^ als Functionen von »1, 
«2, ..., a^ sich ergeben, die, in die Gleichung (15.) eingesetzt, eine 
Integralgleichung von (16.) liefern, welche, da a^ aus (22.) als willkürliche 
Function von ai, «2, ..., a«_i sich ergiebt, eme willkürliche Function 
von ii— 1 Variabein Verbindungen «i, «2? •••> «^-i enthält, oder es ist nach 
(23.) die Functionaldeterminante der Form 

da^^ da^ da^^-i 



(25.) 



9««, 


dSa, 


dZa, 


da, 


da. 


dOu-x 


dia. 


dHa, 


dZa, 


da, 


da, . 


da^-i 



dSa , dZa. 1 



9Äa 



/i-l 



= 0, 



in welcher die Indices «j, «2? • • •? «^i-i jede Combination der Zahlen 1, 2, . . ., ^ 
zur (^— l)ten Klasse bedeuten, und woraus sich eine Beziehung unter den «j, 
«2, .-M ö/i-i selbst ergiebt, während umgekehrt die Existenz einer solchen 
Beziehung 

(26.) ^l(öl, «2, ..., ö;i-27 «/i-l) = 0, 

worin (pi eine willkürliche Function bedeutet, die Gleichungen (25.) befriedigt. 
Bringt man die Gleichungen (22.) und (26.) auf die Form 

(27.) V'o(öi? «2, ..-, fl^-2, «;i) = 0, V'i(ön «2, .••, «^-2, fl^-i) = 0, 
worin v^,, und v^i wiederum willkürliche Functionen bedeuten, leitet aus 
diesen durch Differentiation nach ä« die Beziehungen 
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und 



(28.) 



(29.) 



dxlf^ da, dtp^ da ^ , dip^ 

da, dza da^ dza öa^-2 



3a^_2 , dtp^ 



dZa 



+ 



da, 



da, 



dZa 



= 



5v^i da, dtp, da^ 
da, dZa da^ dZa 



+ . 



d%p, d au^2 . dtp, gg^-i _ ^ 



ab und benutzt dieselben für die ^ Gleichungen des Sy Sternes (19.), so erhält man 



(30.) 



dF dip^ dip^ dF dip„ dip, dF d% d% 



_^/ ÖF öi^. Ö,^, ÖF öv», ÖV'. 

+ • 



) 



öa. 



öö, 9a« 9a»_i 9a^_i öa 



öa^ 9a^-i da, ^ dza 
dF d\p, dipQ \ da^ 



V ööa 



da^ da^^x da^ ^ dz 



) 



/ dF d% dtp, dF dtp, dtp, dF dtp, dtp, \ da^^2 ^^ 

^da^-2 da^ da^^-i 9a^_i öa^ 9a^_2 9a^ 9a^_i 9a^_2'' dza 
für a=l, 2, ..., lUy und hieraus ergiebt sich wieder, dass entweder 

dtp, dtp, dF dtp, dtp^ dF dtp, dtp. 



(31.) 



dF 



da, da^ öfl^-i öa^-i 9a^ 9a, 9a^ öa^-i 9a, 



= 0, 



dF dxp, dtp. 



9a„_2 9a, 



9a^_i 



dF_ dtp^ dtp, dF _dxp,_ dtp, 

da^-i da^ji 9a^_2 da^^ 9a^_i da^^^z 



= 



ist, woraus in Verbindung mit (27.) sich die Werthe von «i, aj, . . ., a^ als 
Functionen von «i, «j» •..? »^ ergeben, die, in die Gleichung (15.) ein- 
gesetzt, eine Integralgleichung von (16.) liefern, welche zwei willkürliche 
Functionen von ^—2 Variabeinverbindungen ai, aj, ..., ö^_2 enthält, oder 
es muss wieder die Functionaldeterminante 

da, da^ daft-i 



(32.) 



dZa, 

da, 

dZa, 


dZa, 

OZa, 


dZa, 

dafi^2 

dZa, 


da. 


äa^ 


daju^2 



dZa, 



dZa, 



= 



dz 

ifi-.2 ^^f^ft-i «/i-2 

sein, worin die Indices «i, «2, . . ., a^_2 jede Combination der Zahlen 1, 
2, ..., ^ zur Cw — 2)ten Klasse bedeuten. 

Schliesst man so weiter, so erhält man den folgenden Satz: 
Ist das vollständige Integral (15.) einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung (16.) bekannt , so kann man am demselben durch Variation 
der Constanten eine Reihe anderer Integrale ableiten, von denen eines durch 
Bestimmung der Grössen a^, a^, ...^ a^ aus den Gleichungen 



.^I- = ^'^ = 

da, ' 9a, 



•9 



-^/- = 

da^ 
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hervorgeht y die anderen dadurch erhallen werden, dass man für iL = 1. 
2, . . ., /J -1 

ire/9/, tt^ortn coo, cui, . . ., a;;^_j willkürliche Functionen bedeuten, aus diesen 
k Gleichungen sowie aus den folgenden fi — l Gleichungen 

dF daf^ 9«j d(ox-\ dF duf^ 5«, d(ox^2 dtox^i 

da^ 9a^ 9a^_i öa^_x+i öa^-a+i 3a^ 9a^_i 9a^_A+2 ö^i 

(9F aWß öw öftii_i 9Ä>i_2 



(33.) 



dF 9öi, öoij 9ö>A_i öfti ^ 



öa^ öa^_iöö^_2 öa^-iH-i 9a, 



9F öWß 9«, ö«i-i dF d(o^ 9ai, 9«a_2 9wa-i 



dau—idau da^-i öa^-A+i 



9a^«A+i öa^^ 9a^_i 
dF 9«. 9w. 



9a^_A+*2Öa^_A 

9wA_i 9«A-2 



9a^_A-f-2 9a^ 9a^__i 9fl^_i+i 9a^,_/ 
9F 9cii, 9w, 9ftix-i 9aio 



9a^ 9a^-.i 9a^_2 9a^_2+i 9a«_A 



= 



rfte W^er/Ae von öi, »21 • • •? «^ berechnet , welche k willkürliche Functionen 
von ß—X Variabeinverbindungen enthalten werden, und in die Gleichung (15.) 
einsetzt — und andere Integrale als diese durch Variation der Constanten er-- 
haltenen besitzt die partielle Differentialgleichung (16.) überhaupt nicht. 

Um die letztere Behauptung zu erweisen, werde zunächst bemerkt, 
dass, wenn ein beliebiges anderes Integral der Diflferentialgleichung (16.) 
vorgelegt ist 

(34.) u = xi^u ^2, ..., Ä^), 

bei willkürlicher Bestimmung von «2, «3, . . ., a^ stets a, durch Identificimng 
von (15.) und (34.) so wird bestimmt werden können, dass das vollständige 
Integral durch diese Variation der Constanten auch das beliebig vorgelegte 
umfassen wird; bestimmt man nun die Grössen »2, »3, ..., a^ derart, dasf 
die ^—1 partiellen Differentialgleichungen 



(35.) ^ 



dF da, , dF da. , , dF dou dF da, 

9ö, 9«, 9O3 9ä, da,, dz^ da^ dz^ 



dF 



, da^ 9ä^_i 



da. dF da 



dF da^ 

da^ dZfj-i dafj, dz^u-i 



dF da. 



da^ 95^_i 
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diges Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems (36.) genannt 
werden, wenn Wj, u-i, . . ., %„ sowie die aus (37.) hergeleiteten partiellen 

Differentialquotienten -^-^ , in (36.) eingesetity diese Gleichungen identisch für 

alle Werthe von an, ..., a„,^ befriedigen y und die IntegralfuncUonen (37.) 
nickt noch einem anderen^ dem Systeme (36.) algebraisch nicht äquivalenten, 
partiellen Differentialgleichungsystem erster Ordnung und m ter Klasse für will- 
kür liehe Werthe der Constanten «n? • • •? fl^m^ Genüge leisten. 
Sollen nun die a aus den m.u Gleichungen 

/OQ\ Ö"- Ö^- Ö"' ^^' öl/,« dFm ÖMm dFm 



dz. 



dz. 



dz, 



dz. 



dz. 



dz, 



dz, 



ausgerechnet und, in das Gleichungsystem (37.) eingesetzt, das Differential- 
gleichungsystem (36.) oder ein algebraisch äquivalentes liefern, so darf die 
Functionaldeterminante 

d% d% d% d'Frn d'Fm d'F^ 



(39.) Z> = 



ö«,öa„ 


ÖÄ, Öfljj 


dz^da,^ 


ds,da„ 


Ö2,9o„ 


ös^öa,, 


Ö'F, 


dz^dox^ 


d'F, 
diftdaift 


ö'F„ 
9a, öoi^ 


e'F,„ 

ÖS, ÖO,;, 


ö'F„ 


.••■.•.*••*...*•.•. iL*. 



8* F. 



d'F. 



8' F. 



d'F„. 



8*F„ 



a'F. 



17» 



dz^da 



niu 



^i^^a,„^ ds,da„,f, 8if,8a,„u ös, 9o,„^ 89,80^^ 

nicht identisch verschwinden; fassen wir wieder die Grössen «„, ..., a,^, ..., 
»mt> • • •? »mii als variabel auf, so ergeben sich aus (37.) durch DifiFerentiation 
nach »1, «2, • • •» «/. die Gleichungen 

Ott. 



(40.) 



Öra 52a ÖOj, &« ÖO,^ ÖS« 



+ 



+ 



dF 



m 



da,ni dZa 



danA j |_ dF„t dttm/u 

dümu dZa 



(für a = 1, 2, ...y^) 



ÖMm_ 
dZa 



dF^n 

dza ' öa,, dza 



dF,n da^, . dF^ dai^ 

dai^ dza 

dFn da 



+ 



dF,n da 



ml 



da,ni dZa 



H h 



infA 



da,nu dza 



und es soll zunächst gezeigt werden, dass alle Integral Systeme, welche das 
partielle Differentialgleichungsystem oder ein ihm algebraisch äquivalentes 
sonst noch hat, bestimmte Beziehungen zwischen den Grössen a^j ..., a„,j^ 
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(37.) sich ergebenden Functionen «i, «2, ..., u,n, da sie (37.), also auch 
(40.), und die Grössen a ausserdem den Gleichungen (44.) genttgen, die 
Differentialbeziehungen befriedigen 

^ '^ dZa dZa ' dZa dZa ' ' * '' dZa dZa ' 

worin a die Werthe 1, 2, ..., ^—1 annimmt. Nun sollte aber das Functional- 
system (43.) ein Integralsystem der Differentialgleichungen (36.) darstellen, 
welche entstanden waren durch Ausrechnung von «n, ..., öj^, ..., a^i, ..., a^^ 
aus den Gleichungen (37.) und (41.) und durch Einsetzen in die m Gleichun- 
gen (42.); es ist aber das System (37.) mit (43.) und (41.) mit (45.) identisch, 
und es drücken sich somit die Werthe sämmtlicher Grössen au, . . ., aj^, . . ., 

^mi? • • •> ^m^i ebenso durch äi, . . ., ä^, Wi, . . ., ii^, o ' 7 • - »7 q — , • • •? 

-Q^ , . . . , Q "* aus wie für den Fall des vollständigen Integralsystems, 

sie mttssen also, weil (43.) ein Integralsystem bilden sollte, in die Gleichungen 
(40.) für a = ^ eingesetzt dasselbe Differentialgleichungsystem (36.) liefern, 
und es werden daher auch die Beziehungen gelten 

dF. 3a, dF, dai^ , , dF, öa^ni , , dl, öa«^ ^ 



(46.) 



öa,, dZf, daif, dz^ da^x dz^ ^ 5a„^ dz^ 

dFm da,, , , ÖjP„» dai,, ^ , ÖjP«, öömi , , dFm da^^ 



J L ^^"* — ^/^ j L --^ — ""' +--+ ^ = 

öa,, &^ dat^ dZf, domi dz^ da„,^ dz,. 

Es ist somit erwiesen, 

dass jedes Integralsystem des partiellen Differentialgleichungsystems mter 
Klasse (36.) aus dessen vollständigem Integralsystem (37.) durch Variation der 
Constanten abgeleitet werden kann^ und zwar müssen die Functionalwerthe der 

Parameter an j • . ., «i;,, . . ., Omi? • • •? a^^ dem partiellen Differentialgleichung^' 
System muter Klasse genügen 

ÖjP, da,, , dF, daiu , , dF, da^i , , öF, da„,^ 



(47.) 



ööjj ö-2a öai^ dZa da„,i dz^ da„,f, dz. 



dF„, da^^ dF.n dai^ dF„, da„a dF,n domp, 



öOjj dza daxf, dza da„a dZa damu dza ' 

worin a die Werthe 1, 2, ..., n annimmt. 

Um also sämmtliche Integralsysteme der Differentialgleichungen (36.) zu 
ermitteln, müssen die Differentialgleichungen (47.) mit den m^ abhängigen 
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Variabein a^^ . . ., a,^^ . . ., a,„i, • • ., Omju ^^d den fi unabhängigen Variabein 
«1, Ä2, ..., z^ in der allgemeinsten Weise befriedigt werden. 

Da die mu Grössen a^^ Functionen der fi unabhängigen Variabein 
«n «2» •••? »^ sein sollen, so werden sie sämmtlich als von ^ ihrer Grössen 
abhängig betrachtet werden können^ und wählen wir für diese die ^ Para- 
meter 



a 



11? 



42 J 



a 



lu> 



80 geht das System der Differentialgleichungen (47.) in das folgende über: 



(48.) 






dFx aa„ , dFi öa„ dFx da^^ 



+ -3Z 5Z 1 r 



dami da 



11 



+ 



+( 



5^2^ öa,, 



ÖFi , •ÖFa öa,, , aFz öa„ 



dFi da2ßi 



. 5Ja 5ami . 5 jFj öam^ \ da\ß, __ ^ 



domu doi^ ^ dzt 



worin X die Werthe 1, 2, ..., m und a die Werthe 1, 2, ..., ^ annimmt 
Schreiben wir die einem bestimmten l, aber den fi Werthen des a 
entsprechenden Gleichungen (48.) kürzer in der folgenden Form 

3a.« . . ^ ^a^ 



(49.) 



^"-^+^-^+-+^^^^ = 0, 






da,» , , p 






= 0, 






+ ''«^+-+^ 






so folgt entweder 



(50.) P,. = 0, P,, = 0, 

oder es ist die Functionaldeterminante 



Pi„ = (färÄ = l, 2, ...,m), 



(51.) 



da,, 
dz, 


da,, 
dz. 


da,, 
dz. 


da,, 
dz. 


da,. 


da,. 



dz. 



dZi 



daift 
dz, 

da\fi 
dz. 



dzu 



= 0, 



39 
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d. h. es ist 

(52.) yo(aii, «12, ..M Oi^) = 0, 

worin 9?ü eine willkürliche Function bedeutet. 

Schreiben wir jedoch die einem bestimmten Werthe des a, aber den 
m Werthen des l entsprechenden Gleichungen (48.) in der Form 



(53.) 



'u -31 T M2 -51 r 



dzc 

p ^«11 I p 



dZa 

da^ 

dZa 



+ P 



da 



«y" 



+ ...+ F 



"^ dZa 

daiju 



'" dZa 



= 0, 
= 0, 



da. 



da. 



''"" 'dt' + ^"'* "07"" + •••+''' 



9ai^ 
""^ ~dz^ 



= 0, 



so sehen wir, dass die Gleichungen (50.) auch das System (53.) erföUen, 
während die Annahme (51.) oder (52.) eine neue Umgestaltung der Glei- 
chungen (47.) erfordert. 

Setzen wir nun die Gleichungen (50.) ihrer Bedeutung in (48.) ge- 
mäss in die Form 



f dF^_ , _dFi_ 



(54.) 



9a., dai^ da. 



'\\ 



11 



, dFi da,n\ . , dfx da„,^ 
'T'^- ^z 1 r 



9o„a öOj, 



da,n^ öa^i 



= 0, 



dFi m 



da\f. öo„ 



öa„ I dFk daju 



da 



ißi 



data dai^ 



dFx da^x dFx da^,,, 

'T'^Z 'ETI 1 r 



da,n\ da 



J^ 



da^nu da 



niifi 



1^ 



= 0, 



worin i = l, 2, ..., w zu setzen ist, so erhalten wir w.a Gleichungen, 
welche ausser den a-Grössen noch ä,, «2, •••? «^^ enthalten; eliminiren wir 
nun noch zwischen den w.a Gleichungen die ^ Grössen «i, . . ., ä^, so er- 
giebt sich ein partielles Differentialgleichungsystem ,u(w— l)ter Klasse mit 
den fi unabhängigen Variabein an, a^i . . .^ Oi^ und den fi(m—l) abhängigen 
Variabein 



»21, 



... 



02 u 9 



... 



a 



ml? 



• • . 



a 



mfi 



von der Form 
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(55.) 



VlV**!!} • • •» **l/i> ^11 • • -J ^fi} • • •> *'mt1 • • •» ''iii/ij 



Öfl,, 



Öfl 



31 



öa 



m/« 



da 



mfj 



da 



II 



öaii^ 



da 



11 



ÖOi 



) = o, 



VM"'-')V,**"' • * •' ^if" ***!' * * '' **2aJ ''M '*mH • • •» '*/M/i> 



da 



Sl 



da 



mfi 



da 



da,, ' •••' öa,, ' •••' öa^, ' * * '' da,^ 



^) = 0; 



jedes Integralsystem dieser Gleichungen, in /n beliebige der Gleichungen 
(54.) eingesetzt, liefert «n, ..., a,^ ohne Integration durch «i, «2, ..^ «^ 
ausgedrückt, und es sind dann somit die m,u Parameter so als Functionen 
von s bestimmt, dass durch diese Variation der Constanten die Gleichungen 
(37.) wieder Integralgleichungen werden. 

Hier tritt aber ein wesentlicher Unterschied gegenüber den totalen 
Differentialgleichungsystemen beliebiger Klasse und den partiellen Differen- 
tialgleichungsystemen erster Klasse ein, indem in diesen beiden Fällen die 
Bestimmung der Parameter jedenfalls auf die Integration von Differential- 
gleichungsystemen niederer Klasse, als die des vorgelegten war, führt, und 
somit die wirkliche Herleitung aller anderen Integrale aus dem Systeme 
vollständiger Integrale als möglich zu betrachten ist*), während wir in dem 



*) und zwar war für partielle Differentialgleichungsysteme erster Klasse, d. h. also 
für eine -partielle Differentialgleichung erster Ordnung, wie wir vorher sahen, gar keine 
Integration weiter auszuführen, während die Bestimmung der singulären Integrale totaler 
Differentialgleichungsysteme, wie wir im Folgenden kurz begründen wollen, auf die Inte- 
gration totaler Differentialgleichungsysteme niederer Klasse führt. 

Sei nämlich für ein System totaler algebraisch von einander unabhängiger 
Differentialgleichungen 

r ( ^"l dUya\ r. 

/, \^, W,, W,o . . ., Wm, V-, • • •, -T-) = ^1 



(1.) 










dz ' ' dz 
das allgemeine Integralsystem in der Form gegeben 

worin Cj, r^, ..., c», willkürliche Constanten bedeuten, so dass die Elimination dieser Grössen 
aus (2.) und den durch Differentiation aus diesen hergeleiteten 

du,_ ^ dF^ du,n _ dF„, 

dz dz ^ ' ' "* dz dz 



(3.) 
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allgemeinen Falle der partiellen Differentialgleichungsysteme mter Klasse, 
wie wir eben sahen, nothwendig auf ein partielles Differentialgleichung- 
system ^(m— l)ter Klasse geführt werden, und /i(m— 1) nur kleiner als m 
ist, wenn ftlr beliebige ^ m = 1, oder wenn ftlr beliebige m fi=l ist. In 
dem angegebenen Sinne darf . man also nicht sagen, dass diese Methode der 
Variation der Constanten die Herleitung anderer Integralsysteme aus dem voll- 
ständigen Integralsystem ermöglicht. 



das GleichuDgsystem (1.) oder ein algebraisch aequivalentes liefert, so giebt es noch andere 
Complexe von Integralsystemen, welche den Gleichungen (1.) genügen, und die man 
mit Beibehaltung der Functionalformen (2.) dadurch erhält, dass man c, , c,, . . ., c», 
passend als Functionen von s wählt. 

Bestimmt man nämlich c,, c,, . . ., Cm so als Functionen von s, dass die durch 
Differentiation nach z aus (2.) hergeleiteten Gleichungen 

du. 



(4.) 



^ dF, dF, de, dF, dc^ 

dz dz de, dz dcm dz 



du 



m 



-T 



dF^ de, 



+ ••• + 



dFm de 



m 



dz dz de, dz * ' dCm dz 

formal in das Gleichungsystem (3.) übergehen, dass also die Gleichungen erfüllt werden 

{dF^_d^,dF^J^> I dF, dc„ 
de, dz '^ de, dz '^ "^ dc„ dz 



(5.) 



dF, de, dF, de, dF, dc„ ^^ 

de, dz 9c, dz dcm dz ' 



dF„, de, dFm dc^ dFm dc„, 

de. dz dc^ dz dcm dz 



=-0, 



r, ^^ 9c?, dz 

so wird offenbar die Elimination der m nunmehr variabeln Grössen c,, c,, . . ., Cm zwischen 
den Gleichungen (4.) und (2.) wiederum das Differentialgleichungsystem (1.) liefern, die 
neuen Gleichungen (2.) daher auch ein Integralsystem bilden. 

Um allgemein die Bestimmungsgleichungen (5.) zu behandeln, bemerke man, 
dass, weil c,, c,, . . ., o^ Functionen der unabhängigen Variabeln z sind, auch c„ . . ., c«, 
sich als Functionen von c, darstellen lassen werden, und man somit das Differential- 

de 

gleichungsystem (5.) mit Weglassung des allen Gleichungen gemeinsamen Factors 



dz 



in die Form setzen kann 



(6.) 



dF, dF, de, dF, de„ ^ ^ 

de, dc^ de, de^ de, ' 



dFm , dFm de, , , dFm dem r. 



. de, 



9c, de. 



dCm. de. 
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Es bliebe noch der durch die Gleichung (52.) oder durch eine Be- 
ziehung von der Form 

(56.) »1^ = 9?(öii, »12, . . ., öi^-i) 

definirte Fall zu betrachten, in welchem q) eine willkürliche Function be- 
deutet; in diesem Falle könnte man sämmtliche a-Grössen als Functionen 
der Parameter 



^1? ^227 • • M ^2ßi 

betrachten und würde statt der Gleichungen (54.) mit Berücksichtigung von 



da zunächst aus (5.) 



(7.) 



dF. dK 



dF. 



de, de. 



de 



m 



dF„ dF. 



m 



m 



dF, 



m 



9o, 9c, dcm 



= 



folgt, so kann man aus der Gleichung (7.) die Grösse z durch c,, c,, ..., o^ ausdrücken und 
in (6.) einsetzen, so dass man zur Bestimmung von c,, o,, . . ., Cm als Functionen von c, 
das nachfolgende nur m— 1 totale Differentialgleichungen enthaltende System erhält: 

Wii(<^n ^s» •••> ^m)+ «i,(c,, C,, ..., ^rn)-^+"' 



(8.) 



+ Wlm(c„ C,, . . ., Cm) 



de 



m 



de. 



= 0, 



de 

•••+Wm-l,m(c,, C„ ..., Cm) 



de, 



m 



de. 



= 0, 



dessen allgemeine Integration die Beziehungen 



(9.) 



liefert, worin Oj, a,, . . ., a„,«i willkürliche Constanten bedeuten. Stellt man diese m—1 
Gleichungen mit (7.) zusammen, so erhält man c,, c,, . . ., c„. als Functionen von z und den 
m— 1 Constanten a,, a,, ..., üm^i von der Art, dass diese Werthe in (2.) eingesetzt ein neues, 
im Allgemeinen in dem früheren nicht enthaltenes Integralsystem mit m—1 willkürlichen 
Constanten liefern. Es ist aber klar, dass man in den Integralen (9.) des Differential- 
gleichungsystems (8.) wiederimi a,, a^, ..., o„,_i so als Functionen von c,, Cj, ..., c« 
mit m— 2 willkürlichen Constanten 6,, 6^, ..., bm-2 bestimmen kann, dass dieselben 
Formen (9.) ein Integralsystem von (8.) bilden, also die neuen Werthe der c,, c,, . . ., c,„, 
mit m — 2 willkürlichen Constanten versehen, in (2.) eingesetzt wiederum ein neues 
Integralsystem der Differentialgleichungen (I.) liefern. Scliliessen wir so weiter, so er- 
giebt sich der folgende Satz: 
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(66.) das folgende DiflFerentialgleichungsystem zu befriedigen haben: 



(57.) 



dFx 
da. 



31 






dFx dtp \5ai^_i 






, 9Fa afl,,i , . ÖFa öa 



mu 



da„,i da 



21 



da^ßi öttj, 



= 0, 



öFz , /aFi , ÖF, ö<)p\9a„ 



+(Si+ 



da^fi ^öa,j öai^ da^^^ da2^ 






5Fi_ _eF^ gqp \ aai^-i 



+ 



9fi 9a;wi . . dFx damfi __ r^ 



öa^i 9a2, 



da,na da 



2/« 



/s( cfa« allgemeine Integralsystem (2.) etne« Systemes gewöhnlicher Differential- 
gleichungen mter Klasse (1.) bekannt, so kann man aus demselben mit Hülfe der allge^ 
meinen Integration gewöhnlicher Differentialgleichungsysteme (rn — V)ter, (m— 2)/er, . . ., Iter 
Klasse eine Reihe anderer, in den gegebenen Integralen im Allgemeinen nicht ent^ 
haltener, mit m — 1, m—2, ..., 1 willkürlichen Constanten versehener Integralsysteme der 
Differentialgleichungen (1.) herleiten, welche sämmtlich in der Form der Gleichungen (2.) ent- 
halten sind und durch Variation der in denselben enthaltenen Constanten abgeleitet werden, 
— und andere Integralsysteme als diese giebt es nicht. 

Sei z. B. das gewöhnliche Differentialgleichungsystem zweiter Klasse gegeben 

"» - \z dz z> / +* V ^ dz 



du. 



dz ^ z dz 

dessen allgemeines Integralsystem die Form hat 






80 ist nach den Gleichungen (7.) 



«, = cJä + Tjä', 



2c, +Ä-^ = 0, z+-^ = 0; 



dc^ 



de. 



da die Determinante (8.) 

2c,— ä' = oder z = ^2c^ 
liefert, so lautet die Differentialgleichung in c^ und c^ 

de. 



de. 



= -1^20, oder r, = -|(2c,)J -f- ö^, 



woraus 



z 



Ci =-ö-i ^a = -i^'+öj 



folgt, und es lauten somit die durch Variation der Constanten hergeleiteten Integrale 

«3 = i^* + ^ih 



worin a, eine willkürliche Constante bedeutet. 
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worin >L=1, 2, ..., m zu setzen ist; elirainiren wir wieder ans fi dieser 
Gleichungen die Grössen «,, ä2, . . ., ä^, so bleiben fi(m—V) DiflFerential- 
gleichungen in den /ti unabhängigen Variabein 021, »27, ••*, 02^ und den 
/i(m—V)—l abhängigen Variabein 

also ein überbestimmtes Differentialgleichungsystem, das nur unter bestimm- 
ten Bedingungen gemeinsame Integrale besitzt — wenn nicht wieder 

(58.) a-i^ = V'(öiii «22, .••, 0^2^-1) 

ist, worin ip eine willkürliche Function bedeutet. Jedenfalls würden wir 
stets auf Differentialgleichungsysteme höherer Klasse als die des vorgelegten 
Differentialgleichungsystems es ist, deren vollständige Integralsysteme ^ir 
kennen, geführt werden, und man sieht somit, dass der für gewöhnliche 
Differentialgleichungsysteme beliebiger Klasse und partielle Differential- 
gl eichungsy Sterne erster Klasse vorgezeichnete Weg zur Herleitung aller 
Integralsysteme eines partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse 
aus dem vollständigen Integralsysteme nicht zum Ziele führt, und daher 
andere Methoden erforderlich sind. 

Betrachten wir zunächst ein partielles Differentialgleichungsystem 
wter Klasse mit zwei unabhängigen Variabein: 

AiV,»i» «2, ^x, «2, ..., «,„, -n- , -ö- , ..., -5—, -5.—; — u. 



(59.) 






dessen vollständiges Integralsystem durch 

llj = F,(3i, Ä27 «IM «121 «217 »221 •.-, 0«.n Öm2) = 0, 



(60.) 



«m = '^m(ÄH «2, «11, «,2, «-21, «-22, ...» »ml» «mi) = 

dargestellt sein mag, so ist oben gezeigt worden, dass die allgemeinen Inte- 
gralsysteme von (59.) die Form haben 



(61.) 



IW,« = «^m(«l, «2, yi[^/^l(Äl, Ä2)], y2[</^2(»l, Ä2)], ..., 9n,[V^m(«l, «2)])? 

worin yi, ^2? •••? Vm willkürliche Functionen, t/^i, t/^2, • • ., f/^« bestimmte 
Variabeinverbindungen von Zi und ^82 bedeuten. Nachdem oben nachgewiesen 
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(62.) 



fcorden, dass alle Integralsysteme f>on (59.) durch solche Variation der Con- 
stanten, welche die Diffei'entialgleichungen 

'dF\_da^dF\_da^,^ . c)F, 80^1 dF, da,,,» ^ q 

öa,, dza da^2 öä« "" da,n\ dZa da„a d^a ' 

dF^ gfl,, ÖF, da,^ dF, da„,x . dF^ da„a ^ ^ 

öajj dza 9o,2 dza da,„x dza da,n2 dza ' (für a = 1,2) 

dF,n 9a, j c)f ;n öo^ 4- ... 4- _^_^*- ^^"'1 I _^:^ ^?!^ — 
^a^^ öza 9a,3 öä« c?a„a 9a„ 9a,„.2 öä« 

befriedigen, erhalten werden können, suchen wir zunächst ans den vollstän- 
digen Integralen (60.) alle diejenigen Integralsysteme herzustellen, welche 
nuf eine willkürliche Function einer Variabeinverbindung von «i und äj ent- 
halten und also in der Form dargestellt sein sollen 



(63.) 



l?fu = •^».(«1, «2, yrj</'m(«l» «2)]); 

es wird dann das partielle Differentialgleichungsystem 2wter Klasse (62.) 
so zu integriren sein, dass die Gleichungen 

Fi(«l, «2, ÖIU «12? ---i «mn ömi) = A(»l» «2, 9i['/^i(ä1i «2)]), 



(64.) 



'^m(«l7 «2, «11, »12, ..., «ml? 0^2) = A«(«l, «2, (pl[^l(^l) «2)]) 

identisch befriedigt werden. 

Da sich die a^ß als Functionen von Zx und j52 ergeben, so kann man 
sich J5i, «2, «21, ^2? ••-, o,nu Om2 »Is Functioncu von a^ und 0,2 dargestellt 
denken, und wenn diese Werthe in die Gleichungen (64) eingesetzt würden, 
müssten diese identisch erflillt werden; greift man aber zwei beliebige dieser 
Gleichungen heraus und setzt die Functionalwerthe der eben bezeichneten 
Grössen in au, a^ ausgedrückt überall ausser in t^i(^i, Z2) ein, so kann 
man a^ und ai2 als Functionen der einen Variabeinverbindung V^i(«i, «2) aas- 
drücken und darf also annehmen, dass sich sämmtliche Grössen au, 
ai2, ..., a„aj Om2 als Functionen einer Grösse 

(65.) V^i(«n «2) = X 

ausdrücken lassen. Da in Folge dessen 

daxu daxf, dx 



(66.) 



ÖZ, 



^i" -^ 



dx dz. 
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ist, 80 gehen die Gleichungen (62.) über in 



(67.) 



dF^ da^^ dF^ da^^ dF^ da„,i dF^ da„a ^ ^ 

^^ -*- ' öflj.^ dx ddmx dx da„a dx ' 



öd,, dx 



dF,,^ da^^ (9F,„ da^^ dF,n^ da„,x dF^, da„a __ ^ 

da., dx 9a, jj dx da„,^ dx da„a dx ' 



II 



und wir wissen, dass sich an, ..., a„,, so als Functionen von x bestimmen 
lassen, dass den Gleichungen (67.) genügt wird; wenn sich aber alle 
Grössen a durch x, also auch sämmtlich durch eine der Grössen selbst, 
z. B. durch «n? ausdrücken lassen, so können wir die Gleichungen (67.) er- 
setzen durch 



(68.) 



da,, da,, da,, 



, , dF, da„i 






da,n\ da^^ da „2 da^^ 



9F« dK_ _rfo,2^ , . dF„^ da,„y_ dF, „ da,^ _ ,. 



da 



1 1 



öfl,« da 



12 



1 1 



da,n\ da^^ da„a da^^ 



worin die gegebenen Functionen Fi, F2, ..., F,„ noch die Variabein z^ und 
Ä2 enthalten. Denkt man sich nun aus einer der Gleichungen (68.) die 
Variable ä^ durch die anderen in derselben vorkommenden Grössen in 
der Form 



(69.) Z2 = A(«i, «11, O12, ..., fl„.i, a,n2, 



da 



13 



da 



ml 



da 



m2 



^«11 ' ^«11 öfa,, 



■) 



ausgedrückt, so ergeben sich, wenn dieser Werth für Z2 in die übrigen 
m—l Gleichungen (68.) eingesetzt wird, Beziehungsgleichungen, welche die 
Grössen 



a 



11? 



a 



12 ? • • • « 



a 



ml 1 



a 



da 



m2? 



13 



döiui 



da 



i/<2 



^«n ' • • •• da,, ' da,, 



und 



enthalten, und da sämmtliche a-Grössen reine Functionen von On sind, und 
diese im Allgemeinen eine Function einer bestimmten Variabeinverbindung 
(65.) von Zi und Z2 ist, so werden die so erhaltenen Gleichungen 



(70.) 






'*m-l\*M ^11 1 ^12? • • •? ^mll Öm2? 



da 



13 



da;„i 



da„t2 
da.. ' •••' da., ' da 



11 



11 



1 1 



) = 



für jeden Werth von a^ bestehen und somit beliebig oft nach Zi differentiirt 
werden dürfen, wenigstens so lange, als nicht z^ aus den analytisch ge- 
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gebenen Ausdrücken Ai, . . ., ä„._i verschwindet. Differentiirt man nun jede 
der Gleichungen (70.) nach «i und eliminirt zwischen dieser und dem partiell 
nach Zi genommenen Differential quo tienten die Grösse j^^, so erhält man 
zwischen den a-Grössen und deren nach a^ genommenen ersten Differentiai- 
quotienten eine nothwendig zu erfüllende Beziehung; differentiirt man den 
nach J9i genommenen partiellen Differentialquotienten nochmals partiell nach 
«1 und eliminirt zwischen den beiden durch Differentiation entstandenen Glei- 
chungen wiederum z^ so erhält man eine zweite nothwendig zu erfüllende 
Bedingungsgleichung, und dies setze man so lange fort, als die sich so er- 
gebenden Bedingungsgleichungen zwischen den a-Grössen und deren ersten 
nach an genommenen Differentialquotienten von einander unabhängig sind; 
führt man dies für jede der Gleichungen (70.) aus, so ergiebt sich eine Reihe 
nothwendig zu erfttllender Differentialgleichungen von der Form 

h (^ ^ _ ^ cr^iv_ ^^m\ da„ a \ _ (\ 



(71.) 



(/«„ ' • • *' rffl,, ' da,, 






11 *""ii '^^'ii 



Nun wissen wir aber einerseits, dass die Zahl der von einander unabhängigen 
Differentialgleichungen für die a-Grössen als Functionen von an nicht grösser 
sein darf als die Anzahl 2w— 1 der a-Grössen 

da die letzteren den obigen Auseinandersetzungen zufolge als reine Functionen 
der variablen Grösse a^ darstellbar sind, andererseits darf aber auch die 
Anzahl der von einander unabhängigen Gleichungen die Zahl 2w— 1 nicht 
erreichen, da, wenn dies der Fall wäre, sich von den Integrationsconstanten 
abgesehen die Grössen (a.) als bestimmte Functionen von a^ ergeben würden, 
die in (68.) eingesetzt für a^, also auch für alF die andern a-Grössen be- 
stimmte Functionen von Zi und ä^ liefern würden, während vermöge (64.) 
die FunctionalausdrUcke der a eine willkürliche Function von V^i(ai, »2) ent- 
halten sollen — es wird somit im Allgemeinen i/ = 2iii— 2 sein, so dass 
man eine der a-Grössen einer willkürlichen Function von a^ gleichsetzen 
darf und (71.) sodann ein gewöhnliches Differentialgleichungsystem (2iii— 2)ter 
Klasse in den 2m — 2 übrigen abhängigen a-Grössen und der unabhängigen 
Variabein a^ liefert, welche aus (69.) mit Hülfe der eben gefundenen Werthe 
sich als Function von z^ und ^2 ergiebt. 
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SO stelle man das System gewöhnlicher Differentialgleichungen auf: 

da 



(74.) 



^- I ri^ j„ 'T""r r. i^ * ^^ ~~J^ ^1 



'II 



da,, da,^ 



da,„i da^ , da 



/w2 



da 



11 



ÖF« öF„. flfa, öjP„, rffl,„, öF,„ rfa^2 ^ 

__.^ 1--33 jZ. 1 r ^-:: "J-"-+j^ :jz — = ^^ 



, öa,, öa,3 rfa,, ' ' öa„a da,, ' da,„i da^, 
drücke aus einer dieser Gleichungen «2 in der Form 

(75.) »2 = A(3i, Oll, a,2, ..., a,,,,, a„a^ " 



rfomi rfa 



^«M ' 



aa«2 \ 



•••' da,, ' da,, 

ofi« und setze diesen Werth in die übrigen m — 1 Gleichungen von (74.) ein, 
so dass sich die Differentialgleichungen ergeben 



(76.) 



"1 V,*H **!!) ^t'^1 ■ • •) ^ml) '"»»■■il 



da 



li 



da^i da,ni 



da 



< • . • 



11 



' do„ ' da 



- ) = 0, 

11 



'*«i— 1^,^17 ^111 ^12? • • M ^ml? ^to2? 



da 



12 



da 



m\ 



da,, da,, 






Differentiirt man nunmehr jede dieser Gleichungen partiell nach z^ und 
eliminirt z^ zwischen dieser und der eben bezeichneten Ableitung^ und setzt 
diese Differentiation und Elimination so lange fort, als die sich so ergebenden 
Bedingungsgleichungen zwischen den a-Grössen und den ersten nach a^ ge- 
nommenen Differentialquotienten von einander unabhängig sind, so erhält man 
im Allgemeinen ein gewöhnliches Differentialgleichungsystem (2iii— 2)/er Klasse 



(77.) 



»iV^öin <*12) • • •) "ml) <*mJ) 


da,, 

da,, ' ••" 


da„i da„,2 \ 
da,, ' da,, ) 


= 0, 


»■Jm-iy^lli 0\iy • • •» 0«il) <*,„■), 


da,, ' •••' 


da„,i da„,2 \ 
da,, ' da,, ) 


= 0, 



woraus sich durch Integration, indem 

(78.) ai2 = </(«„) 

gesetzt wird, worin ip eine willkürliche Function bedeutet, 

«21 •= ">2i(«iM 9'''(«n)? ^n ^2, ..., C2,„-2), 
an =■ ^n\Ji\\^ 7^(^11)7 ^n ^2» • • »i ^im-?)? 

(79.) 

«ml = ">ml(aiM y(ail), Cj, C.2, ..., C2,„_2), 
.am2 = «^,«2(011, y(ail), Ci, C2, ..., C2„,_2) 

ergeben, wenn c,, C2, ..., C2«,-2 beliebige Integrationsconstanten bedeuten; setzt 
man diese Werthe in (75.) ein, so ergiebt sich 0^ als Function von Zi und z^, 
und es sind somit a^, a^, ..,, a„,i, a„a als Functionen von Zi und Z2 er- 
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miUelty welche eine willkürliche Function einer Variabelneerbindung von Zy und 
Ä2 sowie 2m— 2 willkürliche Constanten enthalten. Setzt man diese Werthe 
der a-Grössen in die Integralformen (73.) ein, so bilden diese Ausdrücke ein 
Integralsystem der Differentialgleichungen (72.), und man kann auf demselben 
Wege c^y c^, ..., C2„,_2 durch Variation dieser Constanten so als Functionen 
von Ziy Z2, einer zweiten willkürlichen Function einer Variabeinverbindung von 
Zy und z-i, sowie von 2r/i— 4 willkürlichen Constanten bestimmen, dass dieselben 
Formen Integralsysteme des ursprünglichen Differentialgleichungsystems bleiben; 
fährt man so fort, so ergiebt sich aus dem ursprünglichen Integralsystem (73.) durch 
wiederholte Variation der Constanten und Integration gewöhnlicher Differential- 
gleichungsysteme das allgemeine Integralsystem der partiellen Differential- 
gleichungen (72.) mit m willkürlichen Functionen von je einer Variabelneerbindung 
von »1 und «2*)« 

Es mag als Beispiel für die Durchfuhrung des eben ausgesprochenen 
Verfahrens das partielle Differentialgleichungsystem zweiter Klasse mit zwei 
unabhängigen Variabein 



(80.) 






— »1 






- = 0, 



Z -^-8 -^"^ - 



(81.) 



gewählt werden, dessen vollständiges Integralsystem durch die Gleichungen 

«, = a + (b + c)ii+(c-b)il+e(s\+2sW2+st), 

gegeben ist, in welchen a, b, c, e willkürliche Constanten bedeuten. Die 
den Gleichungen (74.) entsprechenden Beziehungen lauten 

= 0, 



(82.) 



oder 



i+(^i-^D^+(^l+^D^ + (^?+^2T ''' 



da 



da 



da 



-i-(3?-.D -t +(-?+-^)-^^+(-?+-^)'^^ 



= 



(83.) 






da 



da 



*) In welchem Zusammenhange dieses Verfahren mit der Frage steht, für welche 
linearen partiellen Düferentialgleichungsysteme sich die Integration auf die von totalen 
DifiTerentialgleichungsystemen zurückführen lässt, soll bei einer anderen Gelegenheit er- 
örtert werden. 
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da ans der ersten dieser beiden Gleichungen 



(84.) 



2 ^ ^ da 



da 



folgt, 80 ist das System (82.) durch die eine gewöhnliche Differential- 
gleichung zu ersetzen 

de . ^ da de 



da 



+ 



db^ 
da 



da 



= 0, 



und man erhält somit durch partielle Differentiation nach Zi 

(85.) 
also 



''«^ = -- = 

da ■ da 



(86.) ß = Cii c = C2, 

worin c^ und Cj willkürliche Constanten bedeuten, während 

(87.) b = (p(a) 

zu setzen ist, worin (p eine willkürliche Function bedeutet; setzt man endlich 
den Werth für b in (84.) ein, so folgt 

1 



(88.) 



(p\a) = 



Ä?~»? ' 



also 



(89.) a = (o{z\-z^, 

worin o) eine Function darstellt von der Art, dass nach (88.) 

(90.) V'['»(»?-»D] = -.-,-—.-, 



is: 



ist. Die allgemeinen Integrale des Differentialgleichungsystems (80.), welche 
eine willkürliche Function einer Variabeinverbindung enthalten, haben somit 
nach (81.) die Form 

n, = £ü(Ä?-Ä0+y{co(2J-3:j)](55{---«^) + C2(«?+Ä2)+Ci(»?+*DN 
^h = -tü(aJ-3:j)-y[ü>(2j-Ä0](aJ-a^)4-C2(Ä? + ÄD+Ci(«?+»2)'' 



(91.) 



oder 



(92.) 



(«. = i2,(»?-aD^-c,(a?+aD-f-c,(a■f^-^l)^ 
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worin i2i eine willkürliche Function bedeutet. Wendet man wiederum auf 
die Integralformen (92.) die eben durchgeführte Variation der Constanten an, 
80 gehen die Gleichungen (74.) in 

(93.) ^j+3,^+(^^^^^)^i^ = 

über, worin nach dem Obigen 

(94.) Ci = xp^ih) 

zu setzen ist, wenn \p eine willkürliche Function bedeutet; da sich dann 
aus (93.) die Beziehung 



(95.) 



v^X<h) = 



2; + 2; 



(96.) 



ergiebt, so werden, wie unmittelbar zu sehen, die Integralformen (92.) in 

in, = i2,(Äj-30+i2,(Ä?+«D, 

W = -A(«^-«D+i2.(^J+«D 

übergehen, worin i2i und ß^ willkürliche Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten. 

Wir gehen nun zur Behandlung des für partielle DiflFerentialgleichung- 
systeme mit zwei unabhängigen Variabein durchgeführten Verfahrens für den 
allgemeinen Fall partieller Differentialgleichungsysteme iTiter Klasse mit ^ 
unabhängigen Variabein 



(97.) 



Al \*li ^21 • • •? ^,Ay ^11 ^2^ • • M ^m9 



du. 



du, 



Ö5, ' '"' Ö5^ ' •••' 



du 



m 



du 



m 



di, 



) = o, 



/m^*H *2j • • M *,«> **!> •*2? • • M **»»> 



Ott 



du, 



öj, ' • • •' dif. ' •• •' 



du„, Ö«m 

dz. ' •••' Ös„ 



) = o 



Über, dessen vollständiges Integral System durch 



(98.) 



j«i — i*! (Si, *2, • . ., if,. Oll, . . ., Oi^, . . ., o»i, . . ., <»„,^) — 0, 
•> I' ^ * • 

dargestellt sein mag; es ist dann bekannt, dass das allgemeine Integralsystem 
die Form hat 
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(99.) 






worin 9i, ^2? •••? Vm willkürliche Functionen von je^— 1 bestimmten 
selbständigen Variabelnverbindungen y) bedeuten. 

Da nun allgemein nachgewiesen worden, dass aUe Integralsysteme 
von (97.) durch solche Variation der Constanten, welche den Differential- 
gleichungen 






(100.) 



9a, , ö»a 



dZa 



dOff^i 9»< 



Ööjn/i 9ä, 



dF„, da^ dF„, dai^ dF„, da^x , , 
T r-^z 51 1 r -^z 31 r'" + 



da, , ÖÄa 



1 1 



daiu ÖÄ, 



öami dz, 



. . . (« = 1,2,..,/«) 
dFm damu /\ 



■"in/« 



da«i4 djS/ 



'm«i 



genttgen, erhalten werden, so wollen wir zunächst aus den vollständigen 
Integralsystemen (98.) alle diejenigen Integralsysteme herzustellen suchen, 
welche nur eine willkürliche Function von ^—1 selbständigen Variabeln- 
evrbindungen von jsi, «29 • • •) ^^ enthalten und also in der Form dargestellt 
sein sollen 

(«1 = A(«n •••7 »;.i 9>[V^i(»u •••7 ^ß)i •••? Vai-iC*!» '•'? »A*)])» 


es werden somit die Gleichungen (100.) so zu integriren sein, dass den 
Gleichungen 

= A(»n •••? ^A'^ 9^[f/^i(«u •••» O' •••' VV-i(*M •••7 «A*)])? 



(102.) 



*'m\*l7 • • '7 ^A*^ ^117 • • M ^l/<^ • • M ^ml7 • * '7 ^mfi) 

= i2„,(«i, ..., 5S^, y[V^i(Äi, ..., »^), ..., V^^_i(äi, ..., Ä^)J), 

identisch genügt wird. 

Da sich die a^ß als Functionen von «i, «2, • • .7 «;* ergeben, so kann 
man sich «j, ^»27 • • -7 ^/iy «21? • • 17 fhfAy • • •» 0^17 • • «7 0«.^ ftls Functionen von a^, 
»12 7 •••j^i/i dargestellt denken, vorausgesetzt dass sich nicht «i, «27 •• . ä^, 
also auch die anderen «-Grössen schon durch ^—1 der Grössen a^, a», . • ., ai^_i 
ausdrücken, und wenn diese Werthe in die Gleichungen (102.) eingesetzt 
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80 wUrde, wenn nicht sämmtliche A verschwinden, jede Fanctionaldeter- 
minante der Form 



(107.) 



dx. 



dx„ 



dxu—\ 



dx^ 


dx^ 

dZa, 


OXu—l 

• • C 


öa?j 


d.. 


^^u—\ 



dz. 



dZa, 



dia, 



= 



sein, worin die Indices «i, «2,..., a^_i jede Combination der Zahlen 1, 
2,..., fi zur (ji'-l)ten Klasse bedeuten, and sich somit eine Beziehung 
zwischen den Grössen x^ o^a , . . . , x^_i 

(108.) XQPU X2J'"J X^_y) = 

ergeben — welcher Fall auszuschliessen war, da wir diejenigen Integrale 
herleiten wollten, welche eine willkürliche Function von fi—l selbständi- 
gen Variabeinverbindungen enthielten. Es mUssen daher die eingeklammerten 
Grössen der Gleichung (105.) sämmtlich verschwinden, oder die Gleichun- 
gen bestehen: 



idF, da,, _^,^,j^dl^da^^,^,j^d^da^ ^ q^ 



(109.) 



da,, dx. 



daxfji dx. 



da^ni dxi 



damu dxi 



*mfi 



da,, dxf,^x daifj, 9a?^_i da^x dx^^i ' öa«^ dx^^i ' 

worin Q= 1, 2, . . ., m zu setzen ist. 

Da sich aber sämmtliche a- Grössen als Functionen von a^i, 0^29 .. ., 
x^^i ausdrücken lassen, so kann man dieselben auch als Functionen von 

darstellen und die Gleichungen (109.) somit ersetzen durch 



(HO.) 



( 



dFg . dF^ ööi^ 



dFg da,n\ 



dFo da. 



ml -'-ii 

dFp da„^\ 



da^, dai^ da,, da„,i da,, da^^ da,, y dxa 



■} 



da. 



dFg dFg dax^ lJ!±!:^ 

da,^ daif, da,^ ' da^x da 



dFa da 



domfi da,^ y dx, 



) 



öa,. 



+(■ 

/ gfg dFg daxf, . . dFg da^x . . dFg da„,^ \ goi^-i _ q 

^dax^-x daxiu daifj-x da,n\ daxf^^x da^fidaxfi-x^ dxa ' 



worin p = 1, 2, . . ., m und a = 1, 2, . . ., ^—1 zu setzen ist. Da die 
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Fanctionaldeterminante 



(111.) 



da 



1 1 



9a, 



9a?, 



9j5, 



• • • 



da\/)-\ 
dx. 



da 



dxu—i dxu—i 



• • • 



9oi^-i 
dxu—i 



= 



gegen die Voranssetzung eine Beziehung zwischen a„, a^, . . ., a,^_t liefern 
wttrde, 80 mass wieder 



. dF, 
da 



(112.) 



I 1 



9fg dat^ 
datfj da 



9a,„i da, , 



dFo da, 



^^- ^-M ^ ^ da,,,, da,, ^ ^ da^^ da,. 



= 0, 



9aip-i 9ai4, da\u-\ 



dFg dam\ j I V^Xg ^t., ;,^ 



9F« 9a, 



9a,„i da\u-\ 



da„,u da\u-\ 



= 



1/1- 



sein, worin (> = 1, 2, ..., nt zu setzen ist, and die gegebenen Functionen 
f\, Fj, . . ., F^ noch die Variabein ä,, ä2, . . ., ä^ enthalten. Denkt man 
sich nun aus den ersten zu p = 1 gehörigen a— 1 Gleichungen (112.) ä2, 
j53, ..., ^^ durch die anderen in denselben vorkommenden Grössen in 
der Form 



>2 



= /l2\^Äi5 «11, . . «j öj^, •••9 ö/wl? • • •? öm/4^ 



(113.) 



da\fjt 



da 



>>< 



öa 



M^ 



da^^ 



' 9ai^», ' •"' da,, ' '"' 9ai^-i 



■). 



— "fi\^\J ^115 •••? ^1/1^ • • 'J ^mlj •••5 ^«11^ 



9ai^ 
-da,, ' 



9a 



*^ 



9a 



mf4 



da 



mfi 



' 9ai^_i ' •••' da,, ' • • •' 9ai^-.i 



■) 



ausgedrückt, so ergeben sich, wenn diese Werthe in die (m— l)(/i— 1) 
übrigen Gleichungen (112.) eingesetzt werden, Beziehungsgleichungen, welche 
die Grössen 



»11 j 



^Ifif •••? ^ml9 •••? ^mfty 



da 



»A* 



da 



Im 



da 



ddmfi 

da,, ' • " ' 9a,^_i ' " * ' da,, ' ' " ' 9ai^_i 



mfi 



und Zi 



enthalten, und da sämmtliche a-Grössen reine Functionen von On^ • • •? ^i/<-n 
und diese im Allgemeinen Functionen bestimmter Variabelnverbindungen 
(103.) von Äi, «2> ••, «^ sind, so werden die so erhaltenen Gleichungen 
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(114.) 



'•1^*15 ^115 '«M ^l|/5 •••» ^ml) •••? ti^f/9 

da\fj da\f, da. 



da,, ' 



' öa,„_, ' 



• • • 






Öfl 



M/U 



• 5 



dai,,-i 



) = o, 



'•(m-l)(w— 1)^^*1 ) öl,, . . .5 öj^, • • «1 ö^l» • • -5 ö,„^, 






da 



IM 



da 



mft 



da, 



dax^.i ' •••' öfl,, ' •••' öa 



lu-1 ^ 







für jeden Werth von z^ bestehen, and somit beliebig oft nach Zi differentiirt 
werden dOrfen, wenigstens so lange als nicht Zi aas den analytisch ge- 
gebenen Ausdrücken Ai, ..., Ä(«_i)(^_i) verschwindet. Stellt man nun 
wieder genau, wie es oben für den Fall fi = 2 geschehen, durch Differen- 
tiation nach »i und Elimination dieser Grösse eine Reihe von unter einander 
unabhängigen Bedingungsgleichungen zwischen den a-Grössen und deren 
partiellen Differentialquotienten her 

*tl\tSnj • • •, thfAj • • M tifuiy • • •, Omft9 



(115.) 



da 



lA* 



da 



1// 



da 



öfl,, 



• 5 



fnfi 



da 



mft 



daxft^i j • • •? 5^^^ j • • «5 Q^ 



\fi-\ 



) = o, 



'»V V^^ll J • • • ) ^IfA J • • • ? 

daxft 



*m\^ • • • 

daifi 



(^m 



fi9 



da^t 



da^ 



^) = 0, 
— 1 ^ 



SO ist einerseits ersichtlich, dass die Zahl der von einander unabhängigen 
Differentialgleichungen fUr die a-Grössen als Functionen von Onj ai2, . . ., 
»i/i-i nicht grösser als die Anzahl (m— 1)^4-1 der Grössen 

sein darf, da die letzteren den obigen Auseinandersetzungen zufolge als 
reine Functionen von an, ..., Oi^^i darstellbar sind, andererseits darf aber 
auch die Anzahl jener unabhängigen Gleichungen die Zahl (m— l)/u4-l 
nicht erreichen, da, wenn dies der Fall wäre, die allgemeinen Integrale 
dieses partiellen Differentialgleichungsystems, da dasselbe nur fi^l un- 
abhängige Variabeln On 9 ^12 9 ««M ^1^-1 enthält, nur willkürliche Functionen 
von fi—2 Variabelnverbindungen einschliessen würden; es muss also 
V = (m— l),a sein, so dass man Oi^ einer willkürlichen Function von Ouj 
Oiij ..., fli^.! gleichsetzen darf, und das Differentialgleichungsystem (115.) 
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Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Kennt man ein vollständiges Integralsystem eines partiellen Differential" 
gleichungsystems m ter Klasse mit u unabhängigen Variabein , so erhält man 
im Allgemeinen mit Hülfe der Variation der Constanten durch successifoe Her- 
leitung t)on Integralsystemen partieller Differentialgleichungsysteme mit fi — 1 
unabhängigen Variabein, welche resp. (m— 1).//, (m— 2),u, ..., Constanten 
enthalten, das allgemeine Integralsystem mit m willkürlichen Functionen von 
fi—l Variabelnverbindungen der u unabhängigen Variabein, 

FUr Differentialgleichungen erster Klasse mit u unabhängigen 
Variabein führt diese Methode, wie wir früher gesehen haben, nur zu 
Differentialgleichungen Oter Klasse, also zur Auflösung von Gleichungen, 
für Differentialgleichungsysteme mter Klasse mit einer unabhängigen Va- 
riabein — also für totale Differentialgleichungsysteme — zur Integration ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungsysteme (m— l)ter, (m— 2)ter, .. ., Oter Klasse. 

Sei z. 6. das partielle Differentialgleichungsystem mit drei unab- 
hängigen Variabein gegeben 



(117.) 



(118.) 



(1-2,0^ 4-(l-2*0ä^-2^-2g^+(l+2*0ä^+(l+2*.)g^ = 0, 
(l-2.3)|^-(l-2,3)|-(l+2«3)i^+(l+2.,)|j-2|^+2|. = 0, 
dessen vollständiges Integralsystem mit den 6 willkürlichen Constanten a, 

ß, r> ^> «> V 

«I = rjzl+(i]~y)»l+(T]—e)sl+2T]SiiSi—2T]ijZi—2r]Ziii 

«2 = — »?aj— (»?+;')a2— (>?— e)»3-2>7aiaj— 2j?a2a3+2i7»,»2 

ist, so gehen die Gleichungen (112.), wenn a,» = ß, a« = y gesetzt werden, in 
a,+a2+aj+ ^ +(3,-32+83) qö + (-as+ai+a^) A + (a, -a2+»3)''^ = 0, 

-3^+a,-»3+^+(»,--a2+a3)^ +(-aj+ai+a2)^+(ai-a2+»3)'-^ = 0, 
»1+32+83+^— (ai—a2+aj)g3—(—a3+a,+»2)g^—(a,—a2+a,)*g-j = 0, 

-32+3,-33+-^- (3,-32+33) g- -(-33+31+32) ^-(3,-32+ 33)'^ = 0, 



(119.) 
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oder, wie durch Verbindung je zweier zu ersehen, einfacher in 

da 



(120.) 



2l + »l+»3 + 



^2 I *i — ^3 ~r 



dß 

dr 



= 0, 
= 0, 



(», — aj+Äs) -g^ -+(- aj+2i+ 82)-^ +(ai-»2+»3y -g^ 



= 0, 



88 



de 



dt] 



(a,-a2+a3)^--+(— »3+»i+»2)^-+(»i— »j+ÄiTä- = ^ 



Qy >K -3.-11 "2^ Qy I V-l -2 . "2^ Q^ 

Über. Setzt man die Werthe von s, und «j aus den beiden ersten Glei- 
chungen (120.) in die beiden letzten ein nnd differentiirt dieselben dreimal 
nach einander nach it, so sieht man leicht, dass die resnltirenden partiellen 
Differentialgleichungen als noth wendig zu erfüllende Bedingungen liefern: 



(121.) 



88 



= 0, 



88 



= 0, 



8e 



= 0. 



8t 



= 0, 



öl? 



= 0, 



Ö17 



= 0; 



dß ~ "' 8r ~ "' 8ß ~ "' 8y ~ "' 8ß ~ "' ay 

es werden somit d, e, tj, da sie reine Functionen von ß und y sein mussten, 
Constanten bleiben; flir die beiden ersten Gleichungen (120.) musste nach 
den obigen allgemeinen Auseinandersetzungen 

(122.) « = <p(ß, r) 

gesetzt werden, worin <p eine willkürliche Function von ß und y bedeutet, 
welch' letztere Grössen als Functionen von s^, Zt, «3 aus den beiden Glei- 
chungen zu bestimmen sind 



(123.) 



woraus sich 



- — ^ö — — — Cai+«2+a3;j 



8ß 

d^Cß, y) 
dr 



— Ä2 ^1+^3 5 



(124.) 



ß = A(»l + »24-»3, «2-»I + 23)> 

ergeben werden. Setzt man diese Werthe in das vollständige Integralsystem 
(118.) ein, so erhält man, wie unmittelbar zu sehen, 

Ui = yi(«i+Ä2+a35 Ä2-Ä'+»3)+l?(ai-Ä2+a3)^+(J+€)»i+(€-J)Ä2+(J'Ä3— ««3, 
l+»2+a3, ä'2--Ä?4-Ä3)--^(«1~«2+»3)'^--(<5'+«)«1-(«--<^)»2---^Ä3+««35 

worin ^i eine willkürliche Function der beiden eingeschlossenen Grössen 
bedeutet. Geht man nunmehr wieder von dem Integralsysteme (125.) aus 
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(125.) p = *f ■ 

ltt2 = yi(«l 
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und lässt für J, «, tj in genau derselben Weise die angegebene Variation 
der Constanten eintreten, so gehen die Gleichungen (112.), wenn an = (T^ 
ay2 = e gesetzt wird, in 



(126.) 






= 0, 



= 



über, woraus, wenn wieder 

(127.) n = xp{d, f) 

gesetzt wird und \p eine willkürliche Function bedeutet, 



(128.) 



f = t//2(Ä,--Ä2 + Ä3, «1 + ». — 23) 



folgt, und es geht sonach das Integralsystem (125.) in das allgemeine 
Tntegralsystem der Differentialgleichungen (117.) über 

,..r^^ f '^1 = Vi («1 +«2 + «3 , «l - ^2 - «3) + T'2 (^1 - »2 + «3 ^ 2l + »2 — «j)« 

(^'^90 { , . X >^ 2N 

U2 = yi(Äl + Ä2+Ä3. Äl-22 — «3)-V2(ä1 — «2+23? Äl + «2— ^s)- 

Um das eben erläuterte Verfahren zur Herleitung der allgemeinen 
Integralsysteme beliebiger partieller Diflferentialgleichungsysteme aus den 
vollständigen Integralen noch in einem Punkte zu ergänzen, mag zunächst 
eine Bemerkung über die Transformation eines beliebigen partiellen Diflferen- 
tialgleichungsystems in ein anderes vorausgeschickt werden, welches die 
abhängigen Variabein nicht mehr explicite enthält. 

Sei wieder das partielle Differentialgleichungsystem mter Klasse 
gegeben 

p( du^ du^ du,n dum 



(130.) 



ds. 



dz, 



)=o, 



du, du, 



P ( _ ' 



dz, 



dz, ' '"'Ö». 



) = o, 



und sei 



»^AC^l? «2? • • •? ^u9 ^1^ ^^^ • • •? **»</ ^? 



(131.) 



'^*^m(«l? *2? • • •? «m^ Wl? ^? • • •? •*»,) — ^ 

irgend ein Integralsystem desselben von der Art, dass die nach den u^. 
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_^_^.._ I 



»ii ■■•■, "» genommene Fanctionaldeterminante 

du, dii^ du,,, 

asi, asi, an, 

(132.) du, an,' ' ' ' d„ 



= D 



an 

du 



an 

au. 



tu 



an 



in 



du 



m 



nicht identisch verschwindet, so folgt aus (131.) 



(133.) 






dSi 



dzi 






dSi 



dz, ' 



i/l 



oder, wenn 



(134.) - 



asi^ 

du. 



dii, _ap_,_ asi, 

(9»<p_i azx ö«j,n 



an 

du. 



an 



m 



du. 



gesetzt wird, 
(135.) 



dSi^_ öß« dSi,„ 



dSi 



du 



m 



= D 



«>■ 



m 



an n 

Setzt man nun diese Ausdrücke flir die partiellen DifFerential- 
qnotienten in die Differentialgleichungen (130.) ein, so erhält man 



f(i SU « -'^ '^"- ^"^ ^"JL) - 



(186.) 



0, 



oder nach (132.) und (134.) 



= 



(137.) 





• • • 1 */0 

asi, 

du, ' 


W|, .... U,ny 

dSi, 
• ■ •' ö«,„ ' ■ 


0/2, Ö/2, 
ÖS," ' ■'■' öv'' 

••' ÖS, ' •••' du„J "' 


F„. (»„ 


asi, 

"du, " ' 


?/| , . . . , u„ , 

• • • ' du,,. ' • 


dSi, dii, 
dz, ' •••' ÖS,. ' 

••• ÖS, ' •••' Ö»/„ / ' 



42 



.•>» 
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worin ^i, ..., z^, u^^ ..., u,^ als unabhängige, il^^ £2^^ ..., £2^ als ab- 
hängige Variabein betrachtet werden können; 

es kann somit jedes partielle Diff'erentialgleichungsystem mter Klasse 
mit /LI unabhängigen Variabein in ein anderes partielles Differentialgleichung^ 
System mter Klasse mit m-{-ii unabhängigen Variabeln^ welche aus den früheren 
abhängigen und unabhängigen Variabein bestehen, von der Art transformirt 
werden, dass die neuen m abhängigen Variabein in demselben nicht explicite 
f)or kommen. 

Zunächst ist nun einleuchtend, dass aus jedem Integralsystem des 
partiellen Differentialgleichungsystems (137.) auch ein Integralsystem der 
partiellen Differentialgleichungen (130.) sich ergiebt; denn sei ein solches 
Integralsystem 



(138.) 



SO setze man 

(139.) cüi(äi, ..., Ä^, «ii, ..., tt«) = 0, . . ., co^(»i, ..., »^, tti, ..., ttj= 0, 
und es werden die aus diesen Gleichungen sich für Wi, «2, ..., u„, erge- 
benden Functionen von «i, . . ., a^ ein Integralsystem der Differential- 
gleichungen (130.) liefern, da nach (139.) vermöge (138.) 

dzx D 

sich ergiebt, und somit die Gleichungen (136.) in das partielle Differential- 
gleichungsystem (130.) übergehen. Aber man sieht auch leicht, dass in 
dieser Weise aus dem vollständigen Integral Systeme von (137.) das voll- 
ständige Integralsystem der Differentialgleichungen (130.) folgt. Sei näm- 
lich das vollständige Integralsystem von (137.), welches für die m abhän- 
gigen Variabein A? A, • . ., £2„,, weil diese nicht explicite vorkommen, 
je eine Constante additiv enthalten muss, 

(140.) j 

SO wird nach der Definition des vollständigen Integralsystems die Functional- 
determinante von je iii(^+m— 1) Ausdrücken der partiellen Differential- 
quotienten für jeden Werth von p aus der Reihe 1, 2, . . ., m 
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in Bezog auf die Constanteii 

nicht identisch Null sein dUrfen; setzt man nun 



(141.) 

^'mC*M • • •? ^^? *'m • • •? *^m> ^1? ^2 7 • • »7 ^m(jM-f 7/4— 1)/ I ^m ==^ ^7 

80 ergeben sich ti^, ti^^, . . ., u^ als Functionen von s^. ^27 • • -7 ^>i Q^it 
m(/i+fii) Constanten, unter denen eine Anzahl Überzähliger Constanten sich 
befinden wird, und wir wollen beweisen, dass die Gleichungen (I4l.) ein 
vollständiges Integralsystem der Differentialgleichungen (130.) deiiniren. 
Zu diesem Zwecke ist nur zu zeigen, dass die Functionaldeterminante der 
mu Grössen 



dz;. ^H^ dzx Ou^ dzx diim dzx 

oder 

in Bezug auf je mu der fw(m+ja— 1) Constanten Ci, c^, . . ., c«(«+^-_i) ge- 
nommen nicht identisch verschwindet; aber dies ist unmittelbar ersichtlich, 
du die Functionaldeterminante der Grössen (C.) sich bei passender Wahl 
der Grössen 

dzx ' Ö5a ' ' * '' dzi 

in die aus den Grössen (A.) gebildeten Functionaldeterminanten zerlegen 
lässt, und diese Determinanten, welche dann einzeln verschwinden mUssten, 
nicht identisch Null sein konnten, weil die Grössen i2i, 122, ..., S2^ ein 
vollständiges Integralsystem der Differentialgleichungen (137.) bilden sollten. 
Das vollständige Integralsystem der Differentialgleichungen (137.) liefert also 
das vollständige Integralsystem der Differentialgleichungen (130.). 

Sei z. B. die partielle Differentialgleichung mit den beiden unab- 
hängigen Variabein äi und «2 vorgelegt 

(142.) «.-(a,+i) 4"^ -(».+1) ö"; = 0, 

80 lautet die transformirte Differentialgleichung (137.) 

(143.) «.j|Ji-+(,. + i)i|.-+(a,4l)-.^..- = 0; 
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nun ist das vollständige Integral der letzteren 

(144.) a. = -Ä- + i&+>I+c„ 

und wenn man 12, = setzt, so ergiebt sich 



c 

oder wenn 



— ^ — Äj, — — - ~ ysfa 

gesetzt wird, 

(145.) u, = *,(ä, + 1)+*2(»2+1) 

als vollständiges Integral der Differentialgleichung (142.). 

Wir behaupten aber auch umgekehrt, dciss, wenn das vollständige In- 
tegralsystem der Differentialgleichungen (130.) bekannt ist, daraus das voll- 
ständige Integralsystem der Differentialgleichungen (137.) hergeleitet werden kann. 

Sei nämlich 



ein vollständiges Integralsystem der Differentialgleichungen (130.), so sind 
die Integral functionen jQj, ßj, ..., i2^ als Functionen von »i, . . ., a^, 
1^1, . . . , ti„ aufgefasst nach den obigen Auseinandersetzungen ein Integral- 
system der Differentialgleichungen (137.); rechnet man aus diesen m Glei- 
chungen (146.) die Grössen a,^, aj^, . . ., a^^ aus, so dass die Gleichungen 
(146.) ersetzt werden durch 

^iC^M •••1 ^fii ^^1? •••» *'m^ ^n? •••? ^1//-P •••1 ö/iiH •••1 ^mu — l) ^lu ^^ ^^ 



(147.) 



^'wC^M •••7 */<J ^^11 •••? ^^my öfu, ..., öi|^_i, ..., 0„»i, ..., öffi// - 1 ) ~ ^m/i — ^'i 

SO werden nach dem Früheren auch 

id^ — (<^i(^Äi, ..., z^f Wi, ..., fi„^, öl,? »«o 0,^.1, ..., o^i, ..., a„^^i) ö,^„ 
(148.) { 

^A»/ ~ ^^mC^h •••? ^JU9 ''l7 •••? ^^m^ ö^il? •••? ^l/z-l? •••? ^»«ll '•'l ^mfi — \) €t^^ 

ein Integralsystem der Differentialgleichungen (137.) bilden. Bildet man 
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nun die Functionen 



(149.) 



worin die Ä willkürliche Constanten bedeuten, deren Determinante nicht 
verschwindet, so werden auch diese i2J, i2i, . . ., £2',^ Integraltunctionen 
des Differentialgleichungsystems (137.) sein, weil, wie unmittelbar zu sehen, 
die Ausdrucke (135.) dieselben bleiben, indem die Functionaldeterminante 
der A.- Grössen herausfällt. Aus den Gleichungen (148.) und (149.) folgt 
aber, dass in den Integral functionen JßJ, £2!^, . . ., £2'^ die willkürlichen 
Constanten enthalten sind: 

l X k l 



deren Anzahl m(m4-/i) beträgt; dieselben bilden also, wie aus der oben 
gegebenen Definition leicht hervorgeht, ein vollständiges Integralsystem 
der Differentialgleichungen (137.). 

Wir sind somit im Stande für die beiden aus einander transformirten 
Differentialgleichnngsfisteme das vollständige Integralsystem des einen ans dem 
andern lierzuleiten. 

Sei z. B. die partielle Differentialgleichung 

/i-/\\ ^"x 3u, f du. V du, 

(loO.) «.-., -^^' -«. ^^' = (-^-^) + ^^■- 

vorgelegt, deren vollständiges Integral 

(151.) «1 = aii»i4-«n + ö,2(ai+l) 

ist, so lautet die transformirte Differentialgleichung, in welcher die ab- 
hängige Variable nicht vorkommt, 

Cio^.; ««Vö«. ;+*' 03, ö«. ^^' dz, du~ - ^-dz~ J dir du, ' 

um nun das vollständige Integral dieser Differentialgleichung zu finden, 
müssen wir nach der oben angegebenen Methode die Gleichung (151.) 
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in die Form setzen 



w, — a, .3. — a; 



(153.) • X'i " +«.^ = 0, 

und es wird sodann nach (148.) und (149.) das vollständige Integral der 
Differentialgleichung (152.) in der Form dargestellt sein 

(154.) n\ = ^n^ ^MT'''^ +^n 

worin A„, On, Ay die drei willkürlichen Constanten bedeuten. 

Nach den eben gemachten Auseinandersetzungen kann somit die 
Durchführung des oben besprochenen Verfahrens, aus dem vollständigen 
Integralsysteme eines Systemes partieller Differentialgleichungen beliebiger 
Klasse das allgemeine Integralsystem herzuleiten, auf ein solches partielles 
Differentialgleichungsystem irgend welcher Klasse beschränkt werden, in 
welchem die abhängigen Variabein nicht explicite enthalten sind, da ans 
dem vollständigen Integralsysteme des einen stets das vollständige Integral- 
system des andern unmittelbar herleitbar ist; dabei muss jedoch bemerkt 
werden, dass, wenn für das ursprüngliche partielle Differentialgleichung- 
system (130.) aus dem vollständigen Integralsysteme desselben durch 
Variation der Constanten dasjenige Integralsystem wird hergeleitet werden 
sollen, welches für «i = a die Werthe 

{MVxi^a^ X2\^2^ ^3? • • •? ^fih • • M C^^w)*, = a = /m C*a j *3? ••?? */i) 

annimmt, worin /i? X^^ •••5 X« bestimmt gegebene Functionen bedeuten, 
aus dem nach dem Vorigen unmittelbar herleitbaren vollständigen Integral- 
systeme des Differential gl eichungsy Sterns (137.) durch Variation der Con- 
stanten dasjenige Integralsystem wird abgeleitet werden müssen, dessen 
Elemente für jsi = a die Werthe 

annehmen, da die Integralelemente des Differentialgleichungsystems (137.) 
gleich Null gesetzt das gesuchte Integralsystem des vorgelegten Differen- 
tialgleichungsystems liefern. 

Sei also nunmehr das vorgelegte partielle Differentialgleichungsystem 
iwter* Klasse mit fi unabhängigen Variabein, in welchem die m abhängigen 
Variabein selbst nicht explicite vorkommen, 
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f\\^\i • • 



(155.) 



t ^M9 



dz. 



du. 



du 



m 



du 



m 



• • • 



' öa„ ' •*•' ÖS, ' •••' ds, 



) = o, 



/m\*l> • • 



du. 



du. 



du 



• */<> i 



m 



^ . du 

/" dt. ' •••' ösl ' •"' ÖS.' •••' öa 



»/} 



) = o, 



und werde nunmehr die Aufgabe gestellt, au3 dem als bekannt angenommenen 
vollständigen Integralsysteme desselben 



(156.) 



«^1 



^l(*ll • • •? *yU5 ^11? • • M ^1|#— n • • M ^mn • • M ^fw^— ly I ^1^1^ 



tl 



m 



— ^mC^li • • M *ii^ ^11? • ' M ^li/-n • • M ^mn • • M ^m/i-l) I ^ 



'm/i 



dasjenige Integralsystem herzuleiten, welches der Bedingung unterliegt, dass 



(157.) 



(«f2)f, = a= y2(«2? «3, ..., »^), ..., (tt^),^ = „ = 9„,(«2, ^3? •••? *^) 

wird, worin a ein gegebener Werth von »i ist und cp^ ^2? • • ., 9»« beliebige, 
aber bestimmt gegebene Functionen von «21 ^3, • • -^ ^^ sind. 

Da nach den früheren Auseinandersetzungen die Grössen 



Clil, . . ., öi^, • • '7 ^ 



ml) 



• • . 



? ^m/4 



durch Variation der Constanten so als Integrale der Differentialgleichungen 






(158.) 



9a,, 9ä< 



öai^_i dza 



dantx dza 



damu-l dZa dZa 



= 0, 



dio^ da^ , . 9ctfm 9ai^-i \§^^^'^i 1 

öa,j dZa daijj-i dza da„,i dZa * öflm^-i 9»« 



9 W« dantiu-l . dOfnfi 



dZa 



= 



bestimmt werden können, dass jedes Integralsystem der Differentialgleichun- 
gen (155.) sich durch Substitution der gefundenen Functionalwerthe für 

öiij •••? «1/15 •••? «ml? •••? «m/j aus den Integralformen (156.) ergiebt, so 
können wir von vornherein 



(159.) 



— aii(a, fl4*\ ..., aj;^, an, ..., a,^-i, ..., a,,.i, ..., a„„,-,)+yi(a^^ ..., a|L'Oi 



•'m — ^roC^ll •••! ^^5 ^IH •••? ^1/4-11 •••? ö^n •••? ö^/i— 1) 

> - tt>«.(ö, «•^"\ . . M «^"^ «11, • • • j «1/i-n • • • 1 «ml, • . . , a,.« -i)+9m(a^"'\ • • • , «^'"0 
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setzen und haben jetzt nur die Grössen 



Oll, • • «7 öi^_i, • • .7 öj^lj • • •) Omfd-l^ ^ 



(1) 



a^^^ 
? *•/* ^ 









SO als Functionen von j5i, ^»2, .-., «^ zu bestimmen, dass den Differential- 
gleichungen 

L daxr daiy J 



(160.) 



v=l,2,„.,;u— 1 



ö», 









[ 









in welchen a = 1, 2, . . ., /u zu setzen ist, derart genttgt wird, dass 

(161.) (an,=« = «2, (a^^a.=a = ^3, . . ., (an,=a = 3^ 
wird für (» = 1, 2, . . ., m; denn ist dieses der Fall, so sieht man unmittel- 
bar aus den Gleichungen (159.), dass die Functionen fii, tij, ..., u^ den 
durch die Gleichungen (157.) ausgedrückten Bedingungen genügen. 

Da aber diese Methode, wenn m >> 1 ist, nach den oben angestellten 
Untersuchungen wieder auf die Integration von partiellen Differentialglei- 
chungsystemen und zwar in diesem Falle noch mit den durch die Glei- 
chungen (161.) gegebenen Beschränkungen führt, so kann die Aufgabe, 
das geforderte Integral System aus dem vollständigen unmittelbar herzuleiten, 
nicht als lösbar bezeichnet werden, ausser in dem Falle, der auch schon 
oben in der Herleitung der Integralsysteme mit m willkürlichen Functionen 
von je /Lv—l Variabein Verbindungen eine Ausnahme bildete, nämlich für 
fw = 1, welchen bereits Herr Adolph Mayer behandelt hat.*) Setzt man 
nämlich, da nur die erste der Gleichungen (160.) zu befriedigen ist, 



(162.) 



öfti,(j5j, . . .,) d(o^(a, . . .,) __ 



da 



1 1 



da 



— U, . . . , 



öw,(»,, ...,) 5w,(a, ...,) 



11 



öaia_i 



daiu-i 



= 0, 









*) Die Ltesche Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen ereter 
Ordnung. Mathematische Annalen Band VI. 
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80 erhält man aus diesen 2(,a— 1) Gleichungen die Werthe der 2(/t— 1) Grössen 



a 



in 



(i) 



• • • 



? ö|^_i, a-i , 



•? 



a 



(1) 



fÄ 9 



und sieht zugleich aus (162.) unmittelbar, dass die Werthe von aP^ 
öj^\ ..., a^^^ für J5i = a in jsj, «3, •••? ^^ übergehen, wie die Gleichungen 
(161.) es forderten. 

Es mag zu den frtther auseinandergesetzten Untersuchungsmethoden 
noch bemerkt werden, dass man häufig durch eine Variation der Constan- 
ten, wie sie dem speciellen Falle angepasst ist, aus dem vollständigen oder 
auch aus nicht vollständigen Integralsystemen neue Integralsysteme wird 
herleiten können. Seien z. B. als vollständige Integralsysteme eines Diflfe- 
rentialgleichungsystems zweiter Klasse mit zwei unabhängigen Variabein 

Ui = «1 1 «1 + 012^2 +021 «1^2 + »22 »1, 
.^2 = 0,1 «2 + 012*1 + 021^1+ 022 «2 



(164.) 



gegeben, nnd versucht man eine Variation der Constanten, fUr welche On 
und 022 Constanten bleiben, so sind, damit die Integralformen (164.) bei- 
behalten werden, die 4 Differentialgleichungen zu befriedigen: 



(165.) 



<5«iigi a- +^2— är~ — "i 



dh 



dz. 



»2-3— + ^o,2». -5^-ü 



und (166.) 



20n2i q" +»5 



3o„ _ 



a». 



= 0, 



l*^^^-2«.^«.^ = o. 



Da aus (165.) sowohl als auch aus (166.) sich die Beziehung 



(167.) 



4:011012«?— «2 = oder 



0,2 = 



4a 2' 



ergiebt, so sind nur noch die beiden gleichzeitigen partiellen Differential- 
gleichungen für Oll als abhängige und ssi und Z2 als unabhängige Variabein 
zu befriedigen: 



(168.) 



(8,x-.D if - -^ 



öa 



(SsWu-^l)-^^'- = -2a„a^; 



multiplicirt man die erste Gleichung mit c/s,, die zweite mit dZi, so er- 
hält man 



(169.) 



(SsWii-sl)dau--^ds,+2aniUs, 

*1 



0, 
43» 
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und man sieht sogleich, dass für diese Gleichung die Bedingung der Inte- 
grabilität 

identisch erfüllt wird; es werden sich somit nach bekannten Regeln au, 
also nach (167.) auch 0^2 als Functionen von ^^ und ^»2 in der Form be- 
stimmen lassen 

öii = V^i(«n »2, c), ai2 = V^2(«i, «2, c)i 
worin c eine willkürliche Constante bedeutet. 
Heidelberg im Januar 1891. 
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Elementare Construction der Figur dreier in 
desmischer Lage befindlichen Tetraeder. 

(Von H, Schroeter in Breslau.) 



Obgl 



leich die Figur dreier in desmischer Lage befindlichen Tetraeder, 
welche bei geometrischen Untersuchungen verschiedener Art sich darbietet, 
schon mehrfach untersucht worden ist*), scheint ihre durchaus elementare 
Construction und die Herleitung ihres Zusammenhanges doch nicht in der 
einfachsten und leicht übersehbaren Darstellung gegeben zu sein, welche 
ein nochmaliges Zurückkommen auf diese interessante Figur im Räume als 
unnöthig erscheinen Hesse, zumal die im Folgenden gegebene Herleitung 
an eine Auffassung des räumlichen Fünfecks anknüpft, welche analog ist 
bekannten Eigenschaften des vollständigen ebenen Vierecks und Anlass 
bietet zu weiteren Untersuchungen der räumlichen Figur, auf welche hier 
vorläufig nicht eingegangen werden soll. (Siehe die unten angeführte Ar- 
beit von 0. Hermes.) 

1. Nimmt man von fünf Punkten im Räume, von denen keine drei 
in gerader Linie und keine vier in einer Ebene liegen, vier als die Ecken 
eines Tetraeders StiSliSljSl* heraus, so lassen sich durch den fünften übrig- 
bleibenden Punkt 33, drei solche Strahlen ziehen, die jedem der drei Paare 



*) C. Siephanos: Sur les systemes dosmiques de trois tetraedres (Bulletin des 
Sciences mathematiques, Paris 1879, 2. Serie, Tome III.). L. Cremona: Teoremi stereo- 
metrici, dal quali si deducono lo proprieta dell' esagrammo dl Pascal (R. Acead. dei 
Lincei 1877). H, Schroeter: Einige Sätze über das Tetraeder (Tageblatt der Naturforscher- 
Vera, zu Baden-Baden 1879). H. Schroeter: Ueber eine Raumcurve vierter Ordnung 
und ereter Species (dieses Journal Bd. 93 S. 169, 1882). 0. Hermes: Das Fünfflach und Fünf- 
eck im Räume etc. (ebenda Bd. 56 S. 247, 1859). 0. Schlömilch: Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik Jahrg. 27 (1882) „Kleinere Mittheilungen" Art. XXIV u. XXV und Bemer- 
kung von fl. Schroeter S. 380. L. Klug: Ueber mohrfach perspective Tetraeder (Hoppes 
Archiv für Mathematik u. Physik 2te Reihe, Bd. 6 S. 93, 1887). E. Hess: Beiträge zur Theorie 
der mehrfach perspectiven Dreiecke und Tetraeder (Math. Annalen Bd. 28, S. 167, 1886). 
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[aSiStaSU], 



(2t.5l.aaaO = - 
(2t.3l«c,C3) =- 



Gegenkanten des Tetraeders begegnen, und zn diesen sechs Punkten auf 
den Tetraederkanten lassen sich die zugeordneten vierten harmonischen 
Punkte rUcksichtlich des Paares von Tetraederecken ermitteln; wir er- 
halten hierdurch auf den Tetraederkanten 12 Punkte, die wir so bezeichnen: 

:[5B.2t,2(a], \%^,\) = a^, (9l,2t4a.a,) = - 

I, \%^,\) = K 
I, |9l.2l3|) = ba, 
I, |2l.9r«|) = c„ 
I, |2t,3l,|) = c„ 
Die hierdurch erhaltenen zwölf Punkte: 

ttiOjOstU, bibjbjb^, CiCjCjC*, 
welche paarweise auf den sechs Kanten des Tetraeders ^^i^^a^jäl« liegen, 
stehen in mehrfachem eigenthümlichen Zusammenhange unter einander, den 
wir in folgender Weise leicht erkennen: 

Triflft nämlich der Verbindungsstrahl |S3,8U| die Ebene [2l,2l»5l3] in 
einem Punkte (S, so sind die Schnittpunkte: 

(@2l„ 3la9r3) = c„ (@8l„ 2t3 2tx) = b„ (<B%, 3t. 2t,) = 03, 
und die ihnen zugeordneten vierten harmonischen Punkte rUcksichtlich jedes 
Tetraederecken-Paares : 

C4 b, a«; 
solche sechs Punkte in der Ebene [©Sli^t/^I]] liegen bekanntlich zu je 
dreien auf vier Geraden, den Seiten eines vollständigen Vierseits, nämlich: 

lOib.c«! lajh^Ct] la^hiCtl Icub+c«!; 
in gleicher Weise finden wir die vier Geraden: 

lOibjCil Ittjb.Cjl IttibjCil Itub^Cal; 
femer ebenso: 

lo.bjCjl |a,b4C,| |a,biC,| {aAcil 
und endlich: 

IttibiC«! la.bjCal lajbic,! {aAu]. 

Wir erhalten hierdurch 16 Gerade, auf welchen die 12 Punkte a.b.c, (« = 1, 
2, 3, 4) zu je dreien auf folgende Weise liegen: 

loibic*! lUibiCjl |a,b,C2| lo+biC, 

OibiCjl IttabiC«! IttjbjCil |a4b2C2 

o.bjCal la^bjcl Ittjbjc«! |a4b,C3 

,|aib4C,| Ittjb+c,! |a3b4Cj| |a4b4C4|. 



(I.) 
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Aus dieser Lagenbeziehung der 12 Punkte a,biC, (« = 1, 2, 3, 4) geht her- 
vor, dass die drei Tetraeder , deren Ecken: 

ai 020304, 616263 '64? C1C2C3C4 

sind, sich in destnischer Lage befinden; d. h. je zwei derselben liegen auf vier- 
fache Weise perspectiv, und die vier Perspectivitäts-Centra sind die Ecken 
des dritten Tetraeders. 

Wir erkennen dies am anschaulichsten, wenn wir die Ecken zweier 
Tetraeder unter einander stellen, deren Verbindungsstrahlen durch einen 
Punkt laufen und dieses Perspectivitäts-Cent'rum darunter setzen, also so 
schreiben : 



(I-.) 



b.b,b.b, 

c« c, c, c, 

C, Cj C, C4 
0,0,0,04 



b,b.b.b4 

c. c« c, c, 

0, 

c, c, c, c, 

0, 0,0,04 
b,b4b,b, 



b,b.b,b4 

Cg C, C^ C| 

c, c, C, C4 

0^0,0,04 
b,b.b4b. 



c. c, c. c* 



c, c, C, C4 

0,0,0,0, 


0,0,0,04 

b.b,b,b4 



(a.) 



2. Umgekehrt lassen sich die vier Ecken des ursprünglichen 
Tetraeders Sli2l25t35t4 ausdrücken als die Schnittpunkte gewisser Kanten 
der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder 0102030*, 61626364, C1C2C3C4, 
nämlich: 

21, = (O2O4, 6^64, C1C3), 
3(2 =-- (O2O4, 6,63, C2C4), 
2(3 = (O1O3, 6264, C2C4), 
3(4 = (O1O3, 6163, C1C3), 

and auch $1 erscheint als der Schnittpunkt der drei Strahlen I01O2I, I6162I, 
IC1C2I. Ebenso lassen sich noch weitere je drei Kanten der drei desmischen 
Tetraeder zusammenstellen, die durch einen neuen Punkt laufen. Da sich 
nämlich nach (I.) die beiden Geraden 1 016302! und I0264C2I in dem Punkte 
Ca schneiden, so liegen die vier Punkte 01026364 in einer Ebene; aus gleichem 
Grunde liegen auch O1O2C3C4 in einer Ebene und auch 6364C3C4 in einer 
Ebene. Diese drei Ebenen sind aber verschieden von einander und schneiden 
sich daher in einem Punkte, durch welchen die drei Schnittlinien je zweier 
derselben hindurchgehen müssen, also schneiden sich die drei Geraden 
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(b.) 



Idittal, 16364!? IC3C4I in einem Punkte, den wir i^2 nennen wollen; in gleicher 
Weise erhalten wir noch zwei weitere Punkte 333, 334, also im Ganzen als 
Schnittpunkte je dreier Geraden: 

33, = (aia2, 6162, CiCj), 

©2 = (aiOi, 636», C3C4), 

333 = (a^a,, 6162, C3C4), 

334 = (0304, 6364, C1C2). 

Wir sehen aber auch weiter, weil sich die beiden Geraden |a2b2C4| 
und 10363041 in dem Punkte c« schneiden, dass die vier Punkte 02036263 in 
einer Ebene liegen müssen; aus gleichem Grunde liegen auch 02030203 in 
einer Ebene und auch 6263O2O3 in einer Ebene. Diese drei Ebenen sind 
aber verschieden von einander und schneiden sich daher in einem Punkte, 
durch welchen die drei Schnittlinien je zweier derselben hindurchgehen 
müssen, also schneiden sich die drei Geraden I02O3I, I6263I, I02O3I in einem 
Punkte, den wir 61 nennen wollen; in gleicher Weise erhalten wir noch 
weitere drei Punkte, die wir in folgender Weise bezeichnen: 

61 = (O2O3, 6263, O2O3), 

($2 = (O2O3, 6164, OXO4), 
63 = (O1O4, 6263, O1O4), 
(§4 = (0,04, 6164, O2O3). 

Wir haben durch die Tabellen (b.) und (c.) zu den ursprünglich ange- 
nommenen fiinf Punkten 3tiSl23l32(4Öi sieben neue Punkte gefunden, also 
im Ganzen 12 Punkte, die sich zu drei Tetraedern als Ecken zusammen- 
setzen lassen: 

3l,S(22l33f4, 33x3323^3i\, 6l(^^63e4, 
und diese drei Tetraeder befinden sich wiederum in desmischer Lage, wie 
wir in folgender Weise erkennen: 

Betrachten wir nämlich die beiden Ebenen: 

[O1O2O4] und [616264], 
so liegen auf ihrer Schnittlinie die Schnittpunkte der drei Ebenen: 

[O2O46264], [01026,62], [O1O46164] 
mit ihr; diese sind aber: 

3li, 33i, 64. 



(c.) 
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(II.) 



21425363 



Auf diese Weise finden wir folgende 16 Geraden, deren jede drei Punkte 
enthält, nämlich: 

[131,23,6,1 |2t,B,63| |2t32?.6.| l^'^Q, 

3ti3?,63| 121,532641 12(36,6, 
21,2336,1 121,2336,1 1213233641 

1121,23,6,1 121,23,6,1 i2l3l3,63| |21,23,6,|, 
nnd sehen hieraus, dass die drei neuen Tetraeder: 

%'iU%^,, i\53.Ö3i\, e.&Ase* 

sich in desmischer Lage befinden, indem je zwei derselben in vierfacher 
Weise perspectiv liegen und die vier Perspectivitätscentra allemal die 
Ecken des dritten Tetraeders sind, was wir in der früher angegebenen 
Weise so schreiben können: 



(IIa.) 









33. 



6. 



58,58,33,», 
J,6,6^6^ 

"a; 

6,6,6.6, 

a,3i,a,a^ 
», 

"6, 



S8,a3,a3.s, 

6.6,6,6, 

a,a^a^ 
3i.a,si.a, 

S 3.S,g,S , 
'6,. 



S8,S8,95.95. 
6.6,6.6, 

6,6,6,6, 
81.81,a.» , 

si,a,a,a, 

6, 



3. Wir sehen nun aus den Tabellen (a.), (b.), (c.) in 2. auch um- 
gekehrt, wie sich die Ecken der drei Tetraeder: 

a,a,a3a„ 616,636,, c,c,c3c, 
ausdrücken lassen als die Schnittpunkte gewisser Kanten der drei neuen 
in desmischer Lage befindlichen Tetraeder: 

2l,2t,2l3 2l„ 23,23,233 23,, 6,6,6364, 



nämlich : 



(A.) 



femer: 



(a, = (213 21, 

a, = (21,21, 

03 = (2I32I, 

U, = (21,21, 



(B.) 



(b, = (21,21, 

6, = (21,213 

63 = (21,21, 

6, = (21,21, 

Journal für Mathematik Bd. CIX. Heft 4. 



il3,<ö,, 63(S,), 

23.23,, 6,6,), 

t\t\, 6.6.), 

23323,, 636,), 

23,233, 6,6,), 

23.233, 6.63), 

33,23,, 6,63), 

23,23,, 6,6,) 



44 



346 Schroeter, Construciion dreier in desmiscker Lage befindlichen Tetraeder. 



(C.) 



b3b,| = |©Ä| 

j,c,|=|©.i\| 

c,C4| = 133.2.^31 



|a, 031 = 16, 6,1, 
|b,b.| = 16.6,1, 
|b,b3| = |6.63|, 
|c,C4|-|6.63|, 
|c,C3|=|6.6,|. 



and endlich: 

(c, = (9t,3r„ 5»^S?4, 6,63), 

Ca = (%%, 23, i%, 6164), 

C3 = (3li9l4, i\"iB„ 6164), 
Ic = (5t,2l3, i\233, 6.6,). 

Ans diesen drei Tabellen (A.), (B.), (C.) ergeben sich ebenso wie aus den 
früheren (a.), (b.), (c.) die Identitäten zwischen den Tetraederkanten aas den 
beiden Gruppen von je drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern, 
zu denen wir gelangt sind: 0,020,04, b,bjb3b4, C1C3C3C4 and 21, ^Ij 2(3 2I4, 
23,232»3254, 6,6,6,64, nämlich: 

o,Oai = (23,23,1 10,0,1 =|2l32t4J 

o,04| = |2(.2t,| 

b,b3| = |2l,2l4 

b,b,|-|2t,2l3 
ic,C3|=|2f,2(4 
|c,C4|=^|2l,2l3| 

Ebenso wie wir oben (in 1.) gesehen haben, dass bei dem ursprünglichen 
Tetraeder 2t, 2t, 9t, 21, auf jeder der sechs Kanten das Paar Tetraeder- 
Ecken harmonisch getrennt wird durch die Schnittpunkte mit einem Paar 
Gegenkanten ans den drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern: 

0,020,04, bib2b,b4, qCjCjC«, 

so dass also die Doppelverhältnisse den harmonischen Werth —1 besitzen: 

(21,21,0204) = -1, 
(2t,2t40,o,) = -1, 
(2l,2t,b2b4) = -1, 

(2l22t4b,b3) = -1, 

(2l,2t,C2C4) = -1, 

(2t,2t4C,C3) = -1, 

zeigt sich nun auch ein gleiches Verhalten bei den beiden andern Tetraedern: 

23,23223,234 und 6,6,6364; 
da nämlich (nach Tabelle (A.)) die vier Punkte: 

0,, 02, 23„ 232 
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aaf einer Geraden liegen und ebenso die vier Punkte Qi, aa, 2I3, 2I4, letztere 
noch dazu harmonisch sind, da ferner beide Geraden den Punkt ai gemein- 
schaftlich haben und die drei Verbindungsstrahlen: 

la^aal, li^Slal, |53,5l.| 
sich in einem und demselben Punkte @2 schneiden, so sind auch die vier 
Punkte ai, a2, Öi, 502 harmonisch gelegen, also das Doppel verhältniss: 

(ÖiSaa.a^) = -1. 
In dieser Weise finden wir die folgenden harmonischen Beziehungen: 

(^A\a,a,) = -1, 

(ßA\h,h,) = -1, 

(l\t\bA) = -1, 
Oi^55.c.c>) = -1, 

und auf den sechs Kanten des dritten Tetraeders: 

(esCsa.2a3) = -1, 

(6,C^,b,b,) - -1, 

(evA>3C,0 = -1. 
Aus diesen drei letzteren harmonischen Beziehungen ergiebt sich nun eine 
zweite ebenso einfache Construction , um von den ursprünglich angenom- 
menen fünf Punkten im Räume, die in die Tetraederecken SljSli 2(3214 und 
den einzeln stehenden fünften Punkt 53i getheilt waren, zu den drei Punkten 
^22?3254 direct zu gelangen: 

Man ziehe nämlich durch 25i diejenige Gerade, welche dem Gegen- 
kantenpaar I2I12I2I und I2I32I4I in a^ und a» begegnet, und bestimme den 
vierten harmonischen Punkt 5^2 so, dass: 

ist; ebenso ziehe man durch 1\ diejenige Gerade, welche dem Gegen- 
kantenpaar |2lr2l3| und \^2^H^\ in h^ und bi begegnet, und bestimme den 
vierten harmonischen Punkt 333 so, dass: 

(hAtVl\) = -1 
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ist; endlich ziehe man durch 33i diejenige Gerade, welche dem Gegen- 
kantenpaar l^i^«! und \%%\ in Ci und C2 hegegnet, und bestimme den 
vierten harmonischen Punkt 5^4 so, dass: 

ist; alsdann erhält man das zweite Tetraeder: 

welches mit dem ersten gegebenen 8I1SI2SI38I4 auf vierfache Weise per- 
spective Lage hat, und die vier Perspectivitäts-Centra sind die Ecken eines 
dritten Tetraeders (51(52636^4 (Tab. IIa.), welches in Verbindung mit den 
beiden ersten die desmische Lage der drei Tetraeder darstellt. 

Wir bemerken noch, was selbstverständlich ist, dass man bei den 
drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern von den vier Ecken eines 
jeden derselben und einer Ecke eines zweiten als fünftem Punkte ausgehen 
kann und durch die gleiche Construction die Vervollständigung der ganzen 
Figur erlangt. 

4. Wir haben bisher in den beiden Gruppen von je drei in des- 
mischer Lage befindlichen Tetraedern: 

Sl3.9t39X4, tVSÄVl\. 61(5263(54, 

01020304, 61626364, C1C2C3C4, 

ZU denen wir gelangt sind, nicht allein den Zusammenhang ermittelt, in 
welchem bei jeder einzelnen Gruppe die Ecken und Kanten der drei Tetra- 
eder mit einander stehen, sondern auch die Identität nachgewiesen zwischen 
den Tetraederkanten der einen und der anderen Gruppe und die harmonische 
Lage der auf diesen gemeinsamen Tetraederkanten befindlichen Paare von 
Tetraederecken aus den beiden verschiedenen Gruppen. Wir gehen jetzt 
dazu über, die Seitenflächen der beiden Tetraedergruppen einzuführen und 
ihren Zusammenhang aufzusuchen, der sich zu einer ähnlichen Beziehung 
gestaltet. 

Wir bezeichnen in jedem der sechs Tetraeder die einer Ecke gegen- 
überliegende Seitenfläche durch den analogen (mit gleichem Index ver- 
sehenen) griechischen Buchstaben, nämlich: 

«1 = [a2a3a4], /?, = [626364], ^ = [C2C3C4], 
«2 = [aia3a4], /?2 = [6,6364], ^2 = [C1C3C4], 

«3 = [010204], /?3 = [616264], . ^3 = [C1C2C4], 

«4 = [aia2a3], A = [616263], r* -= [ciC.Ca]; 
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^, = [?t, 91,21 J, 03 = [5^.33.550, r, = [6,6,64], 

^4 = [^^i.2l,«3], B4 = [5^.»2S33], r4 = [6,6,63]. 

Zwischen diesen 24 Ebenen besteht ein analoger Zusammenhang wie 
zwischen den 24 Ecken der sechs Tetraeder. Wir sehen nämlich ans der 

■ 

Tabelle (IL) in 2., dass die vier Geraden: 

131,533(5.1, |91.©A|, |2l,©36,|, ISl^Ö^ß^l 

sich als die vier Seiten eines vollständigen ebenen Vierseits auffassen lassen, 
von dem die drei Paare Gegenecken sind: 

Sil und 9I2, 3.^3 nnd i%, ^i ond 62; 
die drei Diagonalen des Vierseits: 

\%'U 133333.1, |Cs.6.,| 
schneiden sich in den drei Diagonalpunkten, und diese sind nach Tab. (A.) 
die Punkte a2, as, a* und liegen in der Ebene «i; wir haben also in dieser 
Ebene 9 Punkte: die drei Paare Gegenecken und die drei Diagonalpunkte 
eines vollständigen Vierseits, dessen Seiten den 16 Geraden der Tab. (IL) 
angehören. Solcher vollständigen Vierseite können wir auf diese Weise 12 
zusammenstellen, nämlich : 

Vollständige ebene Vierseite 
mit den drei Paaren Gegenecken: den Diagonalpunkten: in der Ebene: 



3l,2l„ 


03504, 


(^,(l5-„ 


0,030» 


, «H 


%^., 


»3S34, 


63t^4, 


OifliO, 


. «2, 


2liSl„ 


33, 2.^, 


e«3(54, 


0,0,04 


«3, 


SI3SI4, 


35,3?., 


(5. CS,, 


0, 0, O3 


«4, 


%%, 


33,3?,, 


(S,(53, 


b, 63 64 , 


/?., 


%%. 


^A\, 


C5A54, 


lihK 


/*., 


2t.3l3, 


33.^33, 


(5,CS4, 


b,b,b4, 


Ä, 


%M,, 


23.3.S, 


(^,(.^3, 


I»,b,b3, 


/?4, 


31,81,, 


23,S133, 


(S.C^,, 


C, Cj C4. 


/n 


31,21*, 


iL3.33„ 


CV,C53, 


Ci Cj C4, 


yii 


3l,3l„ 


33.33., 


(^■,(i3, 


C,C,C4, 


^3, 


3(.3t4, 


33,33,, 


tSCf*. 


C,C,C3, 


A- 



ä 
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Hiernach erscheinen also in jeder Seitenfläche eines der in desmischer Lage 
befindlichen Tetraeder: 

diöiaaCU, 6,626364? C1C2C3C4 

die drei in ihr enthaltenen Kanten als die drei Diagonalen eines vollstän- 
digen ebenen Vierseits, dessen drei Paar Gegenecken gewisse sechs Ecken 
der anderen Gruppe der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder: 

^^^2%^,, »1332^3234, 61026364 

sind. Wir sehen hieraus, da die Ebene «i die drei Punkte 5ti, 33*, 6, ent- 
hält, welche in einer Geraden liegen (nach (IL)), da auch die Ebene ^, 
dieselben drei Punkte enthält, und endlich auch die Ebene ^4, dass noth- 
wendig die drei Ebenen: 

sich in einer und derselben Geraden schneiden müssen, welche mit der 
Geraden |?li3346i| identisch ist. 

So zeigt sich, dass die 12 Ebenen: 

«1«2«3«4, /?i/?2ÄÄ, ^1^273^4 

sich zu je dreien in 16 Geraden schneiden, nämlich: 

'\<^ißir4^ \^2fWv kaÄ^il, |«4./?i^|, 

«lAysI, |«2/52y4|, |«3/52yi|, |«4^2y2|, 

«1/^372!, |«2Äyi|, |«3Äy4|, |«4/53y3|, 

.[«lA^^iI, If^-i^^r^l l«3tel, l«4Äy4|, 

und dass diese 16 Geraden mit den 16 Geraden der Tab. (IL) identisch 
sind, aber in gewisser anderer Anordnung. 

Wir schliessen hieraus, dass die 12 Seitenflächen dreier in desmischer 
Lage befindlichen Tetraeder eine dualistisch gegenüberstehende Eigenschaft 
aufweisen, wie die 12 Ecken derselben; nämlich perspective Lage zweier 
Tetraeder nennt man bekanntlich eine solche, dass die vier Ecken des einen 
in gewisser Weise mit den vier Ecken des andern verbunden, vier Strahlen 
liefern, die durch einen Punkt (Perspectivitäts-Centrum) laufen. Nennen 
wir nun complanare Lage zweier Tetraeder*) eine solche, dass die vier 
Seitenflächen des einen in gewisser Weise von den vier Seitenflächen des 



(iii.) 



*) üesSy a. a. 0. S. 212. — Perspective Tetraeder sind bekanntlich immer complanar. 
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andern in vier Geraden darchschnitten werden, die in einer Ebene liegen, 
80 lässt sich Folgendes aus der Tabelle (III.) ablesen: 

Wenn man von drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern irgend 
!6wei herausnimmt y so erkennt man, dass dieselben in vierfacher Weise com- 
planar sind, vnd dass die vier Ebenen, welche diese Lage liefert j die vier 
Seitenflächen des dritten Tetraeders sind. 

Hierzu tritt nnn noch der eigenthUmliche Umstand, dass bei Auf- 
fassung der complanaren Lage der desmischen Tetraeder: 

a,a2a3a4, hihihih^^ C1C2C3C4 

dieselben 16 Geraden als Durchschnittslinien von Seitenflächen auftreten, 
wie bei perspectiver Lage der drei andern Tetraeder: 

2l,?i.?t3Sl4, ^^t\tVl\^ (^,&,(5364 

die Verbindungsstrahlen von Tetraeder-Packen, welche nach den Perspecti- 
vitätscentren laufen. Diese Identität wollen wir noch nachträglich beifügen: 



l«3/:^,^;-!V(,i>^,(^M, 

a^li,Y;\ -~ 81,02 C^J, 



a,ß,Y,\ = mA\i^,\ 
a,ß,Y,\ = l'ä,^^^^ 

«4/^3^1 = l2l3 33, 0*2! 
«4/5f4y4!--i2lÄ(5,i 



5. Wir können nun andererseits in gleicher Weise, wie wir in (4.) 
von den 12 Ecken der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder: 

81,8128(3814, i^532533334, 6,626364 

ausgegangen sind, die andere Gruppe der drei in desmischer Lage befind- 
liehen Tetraeder: 

aia2a3a4, 6162631)4, C1C2C3C4 

zum Ausgangspunkt wählen und erkennen aus der Tabelle (I.) in 1., dass 
die vier Geraden: 

CI161C4I, ia,b3C2|, ia3b,C2|, |a363C4 
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sich als die vier Seiten eines vollständigen ebenen Vierseits auffassen lassen, 
von dem die drei Paare Gegenecken: 

Qi und Qa, 61 und bs, Ci und C4, 

die Diagonalen: 

aiOal, IBibsl, Ic-iC^I 

und die Diagonalpunkte nach Tabelle (a.): 

sind, dessen Ebene A^ ist. Wir haben also in dieser Ebene neun Punkte: 
die drei Paare Gegenecken und die drei Diagonalpunkte eines vollständigen 
Vierseits, dessen vier Seiten den 16 Geraden der Tabelle (I.) angehören. 
Solcher vollständigen Vierseite können wir in der angegebenen Weise 12 
zusammenstellen, nämlich: 

Vollständige ebene Vierseite 
mit den drei PtMren Gegenecken: den Diagonalpunkten: in der Ebene: 



eil 03, 


61^3, 


CtiÖa, 


6264, 


02 04, 


61632 


CI2CI41 


f 6264, 


ÖaCU, 


1 6364, 


0304, 


) B1B2, 


eil 02 


, 6364, 


CI1CI2 


, 6162, 


0104 


, 6164, 


O1O4 


, 6263, 


O2O3 


, 6164, 


O2O3 


, 6263, 



C2C4, 


«2813814, 


A. 


CiCj, 


81.213814, 


A^n, 


CiC„ 


8l.a22t4, 


A. 


C2C4, 


8t.8l22t3, 


A. 


C3C4, 


i\3.S3?4, 


Bu 


CiCj, 


33,3.\i%, 


B2I 


CIC2, 


1\5^23.\, 


A, 


C3C4, 


ä^332i^3, 


ß., 


C,C4, 


&2(:53(*4, 


/'., 


CjCj, 


e?.e3(i4, 


/•2, 


C2C3, 


e.(s,cs4, 


^'3, 


CtC4, 


(i,(5,63, 


J\- 



Hiernach erscheinen in jeder Seitenfläche eines der drei in desmischer Lage 
befindlichen Tetraeder: 

5(i2l2 2l32t4, 2?l»^353©4. 61 (^'26364 

die drei in ihr enthaltenen Kanten als die drei Diagonalen eines vollstän- 
digen ebenen Vierseits, dessen drei Paare Gegenecken gewisse sechs Ecken 
der andern Gruppe von drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern: 

O1O2O3O4, 61626364, C1C2C3C4 
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sind. Wir sehen hieraus, da die Eibene ^i die Punkte QibiC* enthält, welche 
in einer Geraden liegen nach Tabelle (I.), und da auch die Ebene B^ und 
die Ebene I\ dieselben drei Punkte enthält, dass noth wendig die drei Ebenen: 

sich in einer und derselben Geraden schneiden milsseu, welche mit der 
Geraden laibiC^j identisch ist. 

In solcher Weise erhalten wir 16 Gerade, in welchen sich die 
12 Ebenen: 

J^A^A^A^^ B^BiB^B^^ I\I\I\f\ 

zu je dreien durchschneiden, nämlich: 

l-^l-njl^., |./^2'^l'3lY |-^3^l'2lj 

AB,r,], \AB,1\\, U,D-zl\\, 
AiBiI\\, I^^Äj/',!, j^jWjZ'«!, 

\\AJhI\\, \AB,I\U \ABJ\^, 



(IV.) 



1 ^\ '-^1 ^ 1 i ? 

\A^Bil\\^ 

A^B^IW, 
\A^ri^l A^ 



und diese 16 Geraden sind identisch mit denjenigen der Tabelle (L), aber 
in gewisser anderer Anordnung, nämlich: 

\A,B,r,\ = \a^h^u\, \A,BJ\ = ja3b4C3 



A,B,r,\EEaAc.\ 
\A,BJ\\ = laibjcj, 
\A^BJ\\ E^ |aibiC4!, 



A^BiIW ^= la+bjCjl, 
\A,B,r,\EE\aAc:\, 



A^BJ^l = ia3b,Cil 
A^B,l\\ ^ aib4C,| 
A^BJW = |aibaC3l 

A,Bil\\ = \a,h,i,\ 
A^B^lW = |a4b2C2i 
A^BJW ~ 'a^b.Cal 

^464^4! = !a2b.,C4|. 



|^3ß3r4! r- lajbjCi 
1^3^4/3! = |a2biC3|, 
Ebenso sind von den drei in desmischer Lage befindlichen Tetraedern: 

^x^2%%. S3i53.Ö3234, (^1(5263(54 
je zwei complanar, und zwar auf vierfache Weise, und die Ebenen, zu 
welchen diese Lage führt, bilden die Seitenflächen des dritten Tetraeders, 
Dabei sind die 16 Geraden, welche als Üurchschnittslinien von Seitenflächen 
der Tetraeder auftreten, identisch mit den 16 Geraden, welche als Verbin- 
dungöstrahlen von Tetraederecken der andern Gruppe desmischer Tetraeder: 

Ö1Ö2CI3Ö47 bib,bjb4, C1C2C3C4 
auftreten (Tabelle I.). 
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6. Aus der gleichzeitigen perspectiven und complanaren Lage er- 
geben sich nun auch zwei weitere Constructionen von Tetraedern in des- 
mischer Lage, die anstatt von fünf Punkten im Räume, wie anfangs (1.)? 
von fUnf Ebenen im Räume ihren Ausgang nehmen. 

Gehen wir nämlich von dem Tetraeder ^^i3l2St32(4 aus, dessen Seiten- 
flächen AyA^A^A^ sind, so lassen sich die Kanten desselben in doppelter 
Weise ausdrücken: 

.A,A.^ ~ 3(33(41, \A,A,, ~ M,%\, \A,A,\ = \%,%\, 
A,A, = M,%^, \A.,A,\ = 131,5(3 , \A^,A^\ ~ \%%,. 

Die Ebene ^i = [332333504] schneidet aber die Tetraederkante \%^%i,\ 
im Punkte 03 und die Gegenkante !3(i3l2i in a* (nach Tab. (A.)), folglich 
ist '0304! die Verbindungslinie der beiden Punkte, in welchen die Ebene 
i?i den beiden Tetraederkanten \AyA^ und \A^A^\ begegnet. Wir können 
nun durch diese Gerade |a3a4J die Ebene durchlegen [03042(1 2I2], welche 
nach der Tabelle auf Seite 349 nichts anderes ist als «i, sodann die Ebene 
[03043(33(4], welche identisch ist mit «2, und drittens die Ebene By\ dann 
ist die vierte harmonische, zu B^ zugeordnete Ebene dieses Büschels ^82? 
weil nach der Tabelle auf Seite 352 auch B^ durch O3O4 geht und die vier 
Ebenen : 

a^a.ByB, 

bez. durch die vier Punkte: 

02 0i3\35i 

laufen, welche auf einer Geraden harmonisch gelegen sind (S. 347); folg- 
lich müssen auch die vier Ebenen harmonisch liegen, so dass (a^a^B^B^ = — 1 
ist. Hieraus folgt die einfache Construction von B^ aus den fünf gegebenen 
Ebenen AyA^A^A^Bi, und in gleicher Weise erhalten wir die Ebenen B^ 
und £4 aus den harmonischen Beziehungen: 

Die Construction einer Gruppe desmischer Tetraeder lässt sich nun in fol- 
gender Weise angeben: 

Nimmt man im Räume fünf beliebige Ebenen an, von denen keine 
drei sich in derselben Geraden schneiden, keine vier durch denselben Punkt 
gehen, und wählt beliebige vier dieser Ebenen zu den Seitenflächen eines 
Tetraeders A^A^A^A^^ so schneidet die fünfte Ebene B^ jedes Paar Gegen- 
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kanten des Tetraeders in einem Panktepaar, nämlich: 

1^3^41 in 
i^i^3; in bj| 

\^4.2A^\ in 64)' 

1-^1 ^4! in 

I ■^2-^31 in 

Legt man nun durch jede der drei in der Ebene B^ enthaltenen Geraden 
|ci3a4|9 IB364I, IcaC«! das Ebenenpaar, welches die beiden Gegenkanten des 
Tetraeders enthält, die dieser Geraden begegnen: 

durch 10304! die Ebenen «2, «1, 

IC3C4! - - y-i, ri 

und construirt die zu Bi zugeordnete vierte harmonische Ebene, so dass: 

(a^a^B^Bi) = -1, 

(ß,ß,B,B,) = --1, 
{Y,Y,B,B,) = -1 

wird, dann erhält man drei neue Ebenen B2B^B^, welche mit B^ zusammen 
die vier Seitenflächen eines zweiten Tetraeders B^B2B^B^ bilden; diese 
beiden Tetraeder haben auf vierfache Weise complanare Lage, d. h. die vier 
Schnittlinien entsprechender Ebenen liegen selbst in einer neuen Ebene: 

A^ A^ A^ A^ A.^ A^ A^ A^ A^ A^ yi^ A^ Ay^ A^ A^ A^ 

^i^ßz^ i BßxBßz B^B^Bß^ JB^B^Rß^ 

und r^I^r^r^ erscheinen als die vier Seitenflächen des dritten Tetraeders, 
welches mit den beiden ersten eine Gruppe von drei Tetraedern in des- 
mischer Lage liefert, die gleichzeitig beide Eigenschaften der vierfachen 
complanaren und perspectiven Lage je zweier derselben in sich vereinigt. 
Diese Construction steht der in 3. gegebenen dualistisch gegenüber. Zur 
Vervollständigung der gefundenen harmonischen Beziehungen der Seiten- 
flächen der in Betracht kommenden Tetraeder zu einander bemerken wir 
noch Folgendes: 

Da die vier Punkte Sli 5120004 auf einer Geraden liegen, da ferner 
JSI13I2I = |^3^4| und I02O4I ^ |«i«3| ist, so gehen auch die vier Ebenen 
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A^Ai^a^a^ durch eine und dieselbe Gerade und bilden ein Ebenenbüschel 
von vier Ebenen, die einander harmonisch trennen, weil sie bez. durch die 
vier Punkte '^^^^didi gehen, die selbst auf einer Geraden liegen und ein- 
ander harmonisch trennen; also erhalten wir: 

In gleicher Weise gelangen wir zu den übrigen harmonischen Beziebungen 
zwischen je vier Ebenen und haben: 



{A^Aia-^a^) = — 1, 


(ß,/?iß,aj) = J 


L, (rj',a,a,) - -l 

• 


(AiA^aittj) = — 1, 


(ßj/j+ßj ««) = —; 


l, (fW^a^a;) = -l 


(AA,ß,ßO - -1, 


{B,B,ß,ß,) - -] 


U (i\r,ß,ß,) -1 


{A,A,(i,ß,) - -1, 


{B,B,ß,ß,) = -1 


i, (r,r,ß,ß,)--i 


(A^Aj^-i^;) — -1, 


(i?. «.^yO --= -] 


i, {r,l\y,Y,) = -\ 


i-^iAyin) = 1, 


(B,B,y,y,) - --] 


1, (/W3y.^)=-1 



Vermittelst dieser harmonischen Beziehungen ergiebt sich nun auch die 
kürzeste Construction der zweiten Gruppe von drei in desmischer Lage be- 
findlichen Tetraedern mit den Seitenflächen: 

ffißf2«3«4. ßißißiß*^ 7\Y^7^7^^ 

wenn wir als gegeben die fünf Ebenen A^J^A^A^ und B^ annehmen; eine 
Construction, die dual gegenübersteht derjenigen, von welcher wir in (1.) 
zu dieser Gruppe von Tetraedern in desmischer Lage gelangten. Die Con- 
struction ist folgende: Man bestimme den Schnittpunkt der drei Ebenen 
(ß^A^A^^ = tta und verbinde ihn mit der Schnittlinie der beiden Ebenen 
|^3^4' ^ |9(i3l:,| ^^ |a2a4| durch eine Ebene [azajCu], welche nichts anderes 
ist, als die Ebene a^\ auf diese Weise finden wir zunächst die sechs 
Ebenen : 



«, = 



r/., = 



ß. = 



/'. 



Y^ = 



LC B\ ^ •» 1 A2) , I Ai A^ 

[( Wj A-^ A^j , ; --/ 1 ^ 4 2 ! 

[(B,A,A,), \A,A, 

[{B,A,A,), A,A, 

[(/t,A,A,), A,A, 

l(n,A,A,), \A,A, 
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und zu diesen 6 Ebenen treten durch die harmonischen Beziehungen: 

(A,A,ß,ßO = - 
(A,A^y,y^) = ~; 

die sechs übrigen Ebenen (x^o^^ß^ß^y^y^ als construirbar hinzu, so dass wir 
die 12 Seitenflächen der drei in desmischer Lage befindlichen Tetraeder 
erhalten : 

«i«2«3«4, ßißißzß^j y^Y^Y^y^' 

Breslau, im November 1891. 
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Heinrich Schröter. 

Uie Jahreswende von 1891 zu 1892 ist fllr die deutsche Mathematik 
verhängnissvoll gewesen; kaum war die Kunde von dem nach kurzer 
Krankheit erfolgten Tode Kronecker» erklungen, als ihr die Nachricht folgte, 
dass am 3. Januar des neuen Jahres auch Schröter, nach längerer Krank- 
heit, dahingeschieden sei. Seit dem September 1890, wo er von einer 
Lähmung betroffen wurde, war er leidend, aber doch noch bis zum Herbste 
des vergangenen Jahres geistig frisch und wissenschaftlich thätig. 

Am 8. Januar 1829 in Königsberg geboren, ist er kurz vor voll- 
endetem 63. Lebensjahre gestorben, frühzeitiger, als man bei ihm, dem 
eifrigen Turner, hätte erwarten sollen. 

In Königsberg und Berlin hat er studirt; dort waren Fram Neumann, 
Richelot und Hesse, hier Dirichlet, Steiner, Borchardt und Eisenstein seine 
Lehrer. 

Im Jahre 1854 promovirte er an der heimathlichen Universität mit 
einer Dissertation über Modulargleichungen; seit 1855 gehörte er der Bres- 
lauer Universität an, vom Herbste 1861 ab als ordentlicher Professor. 

Auch seine Habilitationsschrift gehört der Theorie der elliptischen 
Functionen an, und er ist auch später noch einige Male zu diesem Gegen- 
stande seiner ersten Beschäftigung zurückgekehrt. 

Diese ersten Arbeiten Schröters behandelten Probleme, die damals 
zu den schwierigsten gehörten, und die in ihnen enthaltenen Ergebnisse 
sind heute noch anerkannt und werthvoll. 

Jedoch der Einflnss, welchen Steiners Vorlesungen und der persön- 
liche Verkehr, durch den ihn der grosse Geometer auszeichnete, auf ihn 
ausgeübt haben, war mächtiger und machte sich bald geltend. Als Schüler 
Steiners trat er mit seinen beiden ersten Arbeiten in diesem Journale (Bd. 54 
und 56) hervor, von denen die zweite über die Raumcurven dritter Ordnung 
und dritter Klasse für die Theorie dieser Curven grundlegend geworden ist. 
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Schröter wurde der treueste Schüler Steiners^ und bald der nam- 
hafteste Vertreter der Steiner%chen Richtung. Ihm ist es gelungen, die Ge- 
fahr, in den Hintergrund gedrängt zu werden, von der synthetischen Geo- 
metrie abzuwenden und sie zu grösserer Anerkennung emporzuheben. An 
seiner Hochschule schuf er eine Stätte, wo sie — längere Zeit fast allein in 
Deutschland — eifrig gepflegt wurde; durch seine Schriften gewann er auch 
ausserhalb seines engeren Wirkungskreises der synthetischen Behandlungs- 
weise geometrischer Probleme Freunde. 

Aus Steinern Nachlass übernahm er es, den Theil cfer Theorie der 
Kegelschnitte, in welchem deren projective Eigenschaften zu Grunde gelegt 
werden, zu ordnen und mit der eigenen Nachschrift Steiner^cher Vorlesungen 
zu verweben. Die daraus hervorgegangenen Steiner - Sehröler^chen Vor- 
lesungen über synthetische Geometrie — denn so werden sie mit Recht 
genannt — haben, seit ihrem Erscheinen in erster Auflage vor 25 Jahren, 
neben Reye^ die Staudtscht Richtung vertretendem Buche, wohl allen, 
welche sich mit der rein geometrischen Theorie der Kegelschnitte vertraut 
machen wollten, zur Einführung gedient. 

Steiner selbst war in der „Systematischen Entwickelung'*, dem einzigen 
erschienenen von fünf beabsichtigten Theilen, über die Kegelschnitte und 
die geradlinigen Flächen zweiten Grades nicht hinausgekommen; Schröter 
hat den SteinerBcheu Plan in drei weiteren selbständigen Werken ausgeführt, 
von denen die beiden letzten die ebenen Cnrven dritter Ordnung und die Raum- 
curven vierter Ordnung erster Art behandeln; während das erste, umfang- 
reichste und hervorragendste (1880 erschienene) Werk die Oberflächen 
zweiter Ordnung und die Raumcurven dritter Ordnung zum Gegenstande 
seiner methodisch mustergiltigen Darstellung hat. Ausgedehnte Abschnitte 
der Theorie dieser Flächen und Curven haben hier zum ersten Male ihre 
synthetische Behandlung gefunden; insbesondere möchte ich als Schrötern 
geistiges Eigenthum die Ableitung vieler metrischer Eigenschaften der 
Flächen zweiten Grades hervorheben. 

In Anerkennung der Bedeutung dieses Buches hat ihn die Berliner 
Akademie der Wissenschaften bald nach dem Erscheinen desselben zu ihrem 
Correspondenten ernannt. 

Ausserdem hat Schröter eine Reihe von Abhandlungen veröffentlicht, 
fast alle der reinen Geometrie gewidmet, alle durch klare und durchsichtige 
Darstellung sich auszeichnend. Diese Klarheit der Darstellung ist es, welche 
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die Schröter&chen Arbeiten von der Mehrzahl der heutigen mathematischen 
Veröffentlichungen, die nach Lagrangeü Muster sich auf das absolut Noth- 
wendige beschränken, nach meinem Gefühle in angenehmer Weise unter- 
scheidet; ihnen ist, um mit Hankel zu reden, noch die £fi/ersche Behaglich- 
keit eigen ; gerade deshalb aber werden sie, glaube ich, auch einer späteren 
Zeit, der unsere jetzigen Untersuchungen und Ziele ferner liegen, noch ver- 
ständlich sein. 

Schröter kam es weniger darauf an, eine Wahrheit erkannt und 
irgend wie begründet zu haben; ihn trieb es, die natürlichsten Beweis- 
momente zu finden; wenn er sich wiederholt elementare Probleme gewählt 
hat, so geschah es, um ihnen die einfachste Darstellung abzugewinnen; so 
auch in der vorangehenden Abhandlung, mit der er Abschied von uns ge- 
nommen hat. 

Alle, denen er seine nie wankende Freundschaft geschenkt und stets 
bereitwillig mit seinem Rathe beigestanden hat, werden, mit schwerem 
Herzen den herben Verlust tragend, dankbar die Erinnerung an ihn und 
seine Treue bewahren. 

R. Sturm. 
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